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عرفان خیامی: هیه کننده ت



 مربع هاي لاتين: درس اول 

  مقدمه  

اول، ( ي فرض كنيد كه سه دبير به نام هاي احمدي، كريمي و عباسي قصد دارند، در يك روز و در سه جلسه           

ي درسي دارد و هر دبيـر در هـر          هر كلاس سه جلسه   .  تدريس كنند  CوB و Aدر سه كلاس  ) دوم و سوم    

به نظر شما چگونه برنامه ريزي شود كه اين شرايط محقـق            . يك از كلاس ها دقيقاً يك بار بايد تدريس كند         

  .گردد؟ حتماً جدولي مانند جدول زير پيشنهاد مي كنيد و برنامه را مطابق جدول زير اعلام مي كنيد

 جلسات
 كلاس ها

 ي سومجلسه ي دومجلسه ي اولجلسه

Aعباسي كريمي احمدي 

Bكريمي احمدي عباسي 

C احمدي عباسي كريمي 

  .البته واضح است كه مي توان جدول فوق را به شكل ديگري نيز تكميل كرد

33 و يك جدولم قرار دهي3 و 2 و 1دبير مذكور به ترتيب اعداد ه جاي نام سه اگر باكنون   .م تشكيل دهي×

  .خواهيم داشت

 جلسات
 كلاس ها

 ي سومجلسه ي دومجلسه ي اولجلسه

A1 2 3 

B3 1 2 

C 2 3 1 

 .ل در دو ستون چپ و راست را به هم وصل كنيدبا توجه به دو جدول فوق موارد معاد

 دو رهيچ دبيري در يك جلسه موظف بـه تـدريس د      :A .در هيچ سطري عدد تكراري نداريم: الف 
  .كلاس نشده است

 .هر يك از دبيران در تمام كلاسها تدريس داشته اند :B .در هيچ ستوني عدد تكراري نداريم: ب 
رها آمـده    هر يك از اعداد در تمـام سـط         :ج  

  .است
C:  ري در يك كـلاس دو بـار تـدريس نكـرده            بيهيچ د

  .است
هر يك از اعداد در تمام ستون هـا آمـده         : د  

  .است
D:     در هر يك از جلـسه هـا تـدريس           دبيرانهر يك از 

  .داشته است
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 . به رنگ ها توجه كنيدبه نظر شما اين پاسخ درست است؟

هيچ دبيري در يك جلسه موظف به تدريس در دو : A .در هيچ سطري عدد تكراري نداريم: الف 
  .كلاس نشده است

هر يك از دبيران در تمام كلاسها تدريس داشـته          : B .در هيچ ستوني عدد تكراري نداريم: ب 
  .اند

هيچ دبيري در يك كلاس دو بار تـدريس نكـرده           : C .هر يك از اعداد در تمام سطرها آمده است: ج 
  .است

هر يك از دبيران در هر يك از جلسه ها تـدريس            : D .در تمام ستون ها آمده استهر يك از اعداد : د 
  .داشته است

. اخير را به شكل زير نمايش دهيمجدول . لذا شايسته است

1 2 3 

3 1 2 

2 3 1 

  .دنامن مي مربع لاتين هايي را مربعچنين . را محقق مي سازد، در ابتداي مطلب اين مربع شرايط مورد نظر 

در اين درس مي خـواهيم      .  قابل حل است   مربع هاي لاتين   به كمك مفهومي موسوم به       ،ين قبيل مسائل  ا

  .با اين مفهوم و كاربرد هايي از آن بيشتر آشنا شويم

*** 
  مربع لاتين

nn به شكل يك مربعnو...  و 3 و 2 و   1 از اعداد    ييك جدول مربع    كه سطرها و ستون هـاي آن بـا    را×

ن عدد تكراري وجود نداشته     آن و نيز در هيچ ستون       آشده است و در هيچ سطر         پر nو...  و   3 و   2 و   1اعداد  

  . مي گوينددرايه هر يك از اعداد درون مربع را يك ند وناممي  nياز مرتبه مربع لاتينرا باشد، 

  .با يك حرف بزرگ لاتين نام گذاري مي شوددر صورت لزوم هر مربع لاتين 

33دو مربع لاتين)  1ثالم 44 و دو مربع لاتين× . داده شده استش در زير نماي×

3 2 1 

2 1 3 

1 3 2 

)الف (

3 2 1 

1 3 2 

2 1 3 

)ب(

1 4 3 2 

4 1 2 3 

3 2 1 4 

2 3 4 1 

)ج (

1 4 3 2 

3 2 1 4 

2 3 4 1 

4 1 2 3 

)د (
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33مربع)  2ثالم هده مـي   استون هاي آن عدد تكراري مـش      زيرا در سطر و     . زير يك مربع لاتين نيست     ×

  .شود

3 2 1 

2 1 3 

1 2 3 

 .ي چهار رسم كنيد يك مربع لاتين از مرتبه :1تمرين

    :پاسخ 

3 4 2 1 

4 1 3 2 

1 2 4 3 

2 3 1 4 

yzx  با توجه به مربع لاتين زير، حاصل  :2تمرين  . را به دست آوريد+

z2 x
3 y2 

2 3 1 

   پسz=1 وy=1 وx=3با توجه به تعريف مربع لاتين، واضح است كه :پاسخ 

4113 =+=+ ))((yzx

  :تمرين براي حل 

  . بنويسيد5 ياوت مرتبه از متف دو مربع لاتين :3

   چرا؟ وجود دارد؟1 ي از مرتبه چند مربع لاتين :4

   وجود دارد؟ چرا؟2ي  از مرتبه چند مربع لاتين :5

  چرا؟؟، مربع حاصل يك مربع لاتين استآيا با تعويض جاي دو سطر يا دو ستون از يك مربع لاتين : 6
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   چرخشيمربع لاتين

 .گيريدمربع لاتين زير را در نظر ب

4 3 2 1 

3 2 1 4 

2 1 4 3 

1 4 3 2 

اين قاعده در سطرهاي بعد نيز  . ي آخر سطر اول ، همان درايه اول سطر دوم است          ملاحظه مي كنيد كه درايه    

  .رعايت شده است

مربـع لاتـين    ي اول سطر بعد باشد، اين مربع لاتـين را           ي آخر يك سطر ، درايه     درايهاگر در يك مربع لاتين      

  . مي نامندرخشيچ

55، يك مربع لاتين چرخشيزير مربع :مثال    . است×

1 5 3 4 2 

5 3 4 2 1 

3 4 2 1 5 

4 2 1 5 3 

2 1 5 3 4 

*** 
   جايگشتيمربع لاتين

روي درايه هاي آن، يك    ) ي ديگر تبديل يك درايه به يك درايه     ( در يك مربع لاتين با اعمال يك جايگشت         

درايـه  شت روي   گ ـمربع جديد را مربع لاتين حاصل اعمـال جاي        ).  1چرا؟ (  لاتين جديدي بدست مي آيد     مربع

   مي نامند؟مربع لاتين جايگشتي آن يا هاي

  .مربع لاتين زير را در نظر بگيريد :مثال 

4 3 2 1 

3 2 1 4 

2 1 4 3 

1 4 3 2 

.مربع اوليه عضو تكراري وجود داشت كه با لاتين بودن آن متناقض استزيرا اگر لاتين نباشد، به اين معني است كه در .  1
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 تبديل شود، مربـع جديـد يـك مربـع     1 به 4 ، عدد 4 به 3 ، عدد   2 به   2  و عدد  3 به   1عدد  در اين مربع،    اگر  

  .لاتين است

1 4 2 3 

4 2 3 1 

2 3 1 4 

3 1 4 2 

 . يك مرتبع لاتين ديگر بنويسيد1 و 2 و 3 با اعمال جايگشت روي  :7تمرين

1 2 3 

3 1 2 

2 3 1 

 : پاسخ

*** 

  مربع لاتين استاندارد

 ـت به تر  n تا 1ن اعداد از    آمي نامند، هرگاه سطر اول       استانداردرا   nيمرتبهيك مربع لاتين      از چـپ بـه      بي

   .راست نوشته شده باشد

اگر يك مربع لاتين استاندارد نباشد، مي       : توجه  

شت مناسـب آن را بـه       گتوان با اعمال يك جاي    

ن بـا مربـع     ددكـار كـر   . وردآصورت استاندارد در  

  .تين استاندارد ، اغلب آسانتر استهاي لا

  .استاندارد نمي باشد»  ب «ع، استاندارد است ولي مرب »الف«  مقابل مربع لدر شك

 تبـديل كنـيم، يـك مربـع لاتـين           1 را به    4 و عدد    4 را به    5 و عدد    4 را به    1هر جا عدد    »  ب «اگر در مربع  

  . به دست مي آيد5 ياستاندارد مرتبه

3 1 2 

2 3 1 

1 2 3 23

12

31

→
→
→

1  5  3  2  4 

2  4  5  3  1

5  1  2  4  3

4  3  1  5  2 

3  2  4  1  5 

 )ب (

5  4  3  2  1  

2  1  4  3  5  

4  5  2  1  3  

1  3  5  4  2  

3  2  1  5  4  

 )الف(
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  :تمرين براي حل 

  .را در نظر بگيريد، مقابللاتين مربع   :8

شت دلخواه روي مربع مقابل، يك مربع لاتـين ديگـر     گبا اعمال يك جاي   : الف  

  .تشكيل دهيد

يه ها، يـك مربـع جديـد تـشكيل     اروي درمناسب شت گبا اعمال يك جاي : ب  

  . كه استاندارد باشددهيد

*** 
   مربع تلفيقي

م اين دو مربع لاتين تلفيق يتبه را با حفظ ترتيب كنار هم قرار دهيم، گوي   اگر درايه هاي دو مربع لاتين هم مر       

  .مي نامند) مربع بر هم نهي(  مربع تلفيقي و مربع جديد را يك شده اند

  . تشكيل شده استCتلفيق شده اند و مربع AوBدو مربع لاتيندر زير ملاحظه مي كنيد كه  :مثال 

ي يك سطر با درايه هاي سطر ديگر متفاوت باشند و يا           درايه ها  واضح است كه در مربع تلفيقي ممكن است         

 يباشند، مربع تلفيق ـ دو مربع لاتين     AوBاگر. يست، لذا مربع تلفيقي لاتين ن     اشندب به ترتيب ن   اينكه درايه ها  

 . نمايش مي دهندBAΘ نماداآنها را ب

  :تمرين براي حل 

33 دو مربع لاتين:  9 .  بنويسيد، طوري كه مربع تلفيقي آنها درايه هاي تكراري نداشته باشد×

*** 

1 5 3 4 2 

5 3 4 2 1 

3 4 2 1 5 

4 2 1 5 3 

2 1 5 3 4 

3 2 1 4 

1 4 3 2 

2 1 4 3 

4 3 2 1 

=A

2 1 4 3 

3 2 1 4 

1 4 3 2 

4 3 2 1 

=B

32 21 14 43 

13 42 31 24 

21 14 43 32 

44 33 22 11 

=⇒C
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  دو مربع لاتين متعامد

 .درايه هاي تكراري نداشته باشد، آنها  تلفيق مربع حاصل ازييم ، هرگاه  گومتعامدرا متفاوت دو مربع لاتين 

  .تكراري نداردي  هادرايهمربع تلفيقي آنها  زيرا . دو مربع لاتين زير متعامد هستند:مثال

 .تكراري داردي دو درايهمربع تلفيقي آنها  زيرا . دو مربع لاتين زير متعامد نيستند:مثال

  .عمل مي كنيمزير به شكل ،اي تشخيص متعامد بودن دو مربع لاتين بر:تذكر 

  . يكسان در يكي ازمربع ها در نظر مي گيريماعدادبا دو درايه : الف 

 .، دو مربع متعامد نيستندآنها از مربع ديگر را بررسي مي كنيم كه اگر مساوي باشندمتناظر با ي دو درايه: ب 

متعامد براي تشخيص . ي تشخيص متعامد نبودن دو مربع لاتين باشدروش مي تواند روش مناسب برااين 

  .بودن دو مربع لاتين بايد اين بررسي را براي تمام داريه هاي مساوي مربع لاتين اولي انجام داد

 .ين داده شده را بررسي كنيدت متعامد بودن دو مربع لادرودر هر م : 10تمرين

  :الف 

=A

3 2 1 4 

1 4 3 2 

2 1 4 3 

4 3 2 1 

2 1 4 3 

3 2 1 4 

1 4 3 2 

4 3 2 1 

=B

32 21 14 43 

13 42 31 24 

21 14 43 32 

44 33 22 11 

=Θ⇒ BA 

=A
c b a 
a c b 
b a c 

b a c 
a c b 
c b a 

=B
cb ba ac 
aa cc bb 
bc ab ca 

=Θ⇒ BA

=A
a 

a 
 س س س

 س س س س س
=B

=A
1 2 3 

2 3 1 

3 1 2 

3 1 2 

2 3 1 

1 2 3 

=B
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 .زيرا مربع لاتين حاصل از تلفيق آنها درايه هاي تكراري ندارد. تند بله متعامد هس :پاسخ 

  

  :ب

و جايگاه سطر دوم و ستون دوم در مربع اول در جايگاه سطر اول سطر سوم زيرا . تندنيس متعامد خير  :پاسخ 

  . مي باشند) 3هر دو   (دارد كه درايه هاي نظير از مربع دوم مساوي ) 1هر دو ( درايه هاي يكسان

  .مربع لاتين حاصل از تلفيق آنها درايه هاي تكراري ندارد

: پ 

 در جايگاه سطر اول ستون دوم و جايگاه سطر چهارم ستون اول در مربع اول . خير متعامد نيستند:پاسخ

  .ندوجود دار) 2هر دو عدد ( درايه هاي يكسان 

=A

4 3 2 1 

3 2 1 4 

2 1 4 3 

1 4 3 2 

4 1 2 3 

2 3 4 1 

3 2 1 4 

1 4 3 2 

=B

=A

4 3 2 1 

3 2 1 4 

2 1 4 3 

1 4 3 2 

4 1 2 3 

2 3 4 1 

3 2 1 4 

1 4 3 2 

=B

13 21 32 

22 33 11 

31 12 23 

=A
3 2 1 

2 1 3 

1 3 2 

2 1 3 

1 3 2 

3 2 1 

=B

=A
3 2 1 

2 1 3 

1 3 2 

2 1 3 

1 3 2 

3 2 1 

=B
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  .ز گزاره هاي زير را تعيين كنيد درستي يا نادرستي هر يك ا: 11تمرين

  . وجود دارد1ي فقط يك مربع لاتين از مرتبه: الف 

  . متعامد هستند2يهر دو مربع لاتين مرتبه: ب 

ليه متعامد مربع لاتين حاصل از اِعمال جايگشت روي اعضاي يك مربع لاتين دلخواه مي تواند با مربع او: پ 

  .باشد

  .ربع لاتين، همواره مربع لاتين ديگري متعامد با آن به دست مي آيدبا تعويض جاي سطرهاي يك م: ت 

  .دو مربع لاتين، يك مربع لاتين است) ايه هاي نظيرر دنكنار هم قرار داد(مربع حاصل از تلفيق : ث 

  نادرست: نادرست        ث : نادرست         ت : نادرست           پ : درست         ب :  الف :پاسخ

   آيا دو مربع لاتين متعامد وجود دارد؟ چرا؟ :12تمرين

وجود دارد كه مربع حاصل از تلفيق آنها داراي عضو تكراري  2ي مرتبه خير، زيرا فقط دو مربع لاتين:پاسخ

  .است

: خواندني 

  .جود دارد كه با خودش متعامد نيستو ×11فقط يك مربع لاتين : الف 

22ربع لاتيندو مفقط : ب    . وجود دارد كه متعامد نيستند×

66ثابت مي شود كه دو مربع لاتين: ج    . متعامد وجود ندارد×

nnبراي مربع هاي لاتين : د 621 كه در آن× ,,≠nمربع هاي لاتين متعامد وجود دارد.  باشد. 

 .يريد و به سئوالات داده شده پاسخ دهيددو مربع لاتين زير را در نظر بگ  :13مرينت

=A
2 1 

1 2 
=B =Θ⇒ BA

1 2 

2 1 

21 12 

12 21 

2 1 4 3 

1 2 3 4 

4 3 2 1 

3 4 1 2 

2 1 4 3 

4 3 2 1 

3 4 1 2 

1 2 3 4 

=A =B
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  .آيا اين دو مربع لاتين متعامد هستند: الف 

 .ي تكراري نداردزيرا مربع تلفيقي آنها درايه.  بله:پاسخ 

.  بناميدCين جديدي به دست آوريد و آن را ، مربع لاتBبا انجام يك جايگشت دلخواه براي اعضاي: ب 

   متعامد هستند؟ چرا؟Cو Aآيا دو مربع 

  :پاسخ 

  .ي تكراري ندارد درايهC وAزيرا مربع تلفيقي دو مربع. بله

شت بر روي اعضاي گمربع لاتيني كه با جاي. لاتين متعامد باشند اگر دو مربعثابت كنيد كه   :14ينتمر

  .يكي از آنها به دست مي آيد نيز با مربع لاتين ديگر متعامد است

 مربع حاصل از اعمال جايشگت Cوده و مربع لاتينبمتعامد BوAفرض كنيم كه دو مربع لاتين :اثبات

اگر درايه هاي .  را در نظر مي گيريمAي يكسان در مربع لاتيندو درايهدر اين صورت . اشدبBروي اعضاي

نيز Bي نظير آنها در مربع لاتين هاهيه مي شود كه درانتيجآنگاه   يكسان باشند،Cنظير آنها در مربع لاتين

   . نيز متعامد مي باشندCو Aپس.  تناقض داردBو Aيكسان خواهند بود و اين با متعامد بودن

 با دا مربع لاتين حاصل از اعمال يك جايگشت روي اعضاي يك مربع لاتين دلخواه مي توان آي :15تمرين

  مربع اوليه متعامد باشد؟

  .مثال زير دقت كنيدبه .  متعامد نباشندت خير ممكن اس:پاسخ 

=A

3 2 1 
1 3 2 
2 1 3 

1 3 2 
2 1 3 
2 3 1 

=⇒ B
13

32

21

→
→
→

22 11 44 33 

14 23 32 41 

43 34 21 12 

31 42 13 24 

=ΘBA

4 2 1 3 

1 3 4 2 

3 1 2 4 

2 4 3 1 

=→ C
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21

→
→
→
→ 24 12 41 33 

11 23 34 42 

43 31 22 14 

32 44 13 21 

=ΘCA
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 )11ي صفحه( 

 .مقابل را در نظر بگيريد و سپس به سئوالات زير پاسخ دهيد مربع لاتين  :16تمرين 

 متعامد Bو Aآيا دو مربع.  بناميدB را را جابجا كنيد و مربع حاصلAوم مربع س و مود سطر :الف 

  هستند؟ چرا؟

  : پاسخ 

  .ي تكراري نداردزيرا مربع تلفيقي آنها درايه. تند متعامد هسB وAدو مربع 

، Cسپس در مربع جديد يعني . بناميدC را جابجا كنيد و مربع حاصل راA ابتدا سطر اول و سوم مربع:ب 

   متعامد هستند؟ چرا؟D وAآيا دو مربع.  بناميدDسطر دوم و سوم را جابجا كنيد و مربع حاصل را 

  : پاسخ 

  .ي تكراري داردزيرا مربع تلفيقي آنها درايه .خير متعامد نيستند

  .به سئوالات زير پاسخ دهيد» ب « و » الف«  با توجه به قسمت هاي :پ 

 توان گفت با تعويض جاي سطرهاي يك مربع لاتين، همواره مربع لاتين متعامد با مربع لاتين اول  آيا مي*)

  مي آيد؟به دست 

  .خير ممكن است متعامد باشند و ممكن است نباشند :پاسخ 

آيا مي توان گفت با تعويض جاي سطرهاي يك مربع لاتين، همواره مربع لاتين غيرمتعامد با مربع لاتين  *)

   به دست مي آيد؟اول

  . خير ممكن است متعامد باشند و ممكن است نباشند:پاسخ 

=A
2 1 3 
3 2 1 
1 3 2 

2 1 3 
1 3 2 
3 2 1 

=B

22 11 33 
31 23 12 
13 32 21 

⇒

1 3 2 
3 2 1 
2 1 3 

=C

1 3 2 
2 1 3 
3 2 1 

=D

21 13 32 
32 21 13 
13 32 21 

⇒
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 )12ي صفحه ( 

  :تمرين براي حل 

 .ين داده شده را بررسي كنيدتدر هر مورد متعامد بودن دو مربع لا  :17

  :الف 

  :ب

*** 

3 2 1 

2 1 3 

1 3 2 

3 2 1 

1 3 2 

2 1 3 

2 1 4 3 

1 2 3 4 

4 3 2 1 

3 4 1 2 

2 1 4 3 

4 3 2 1 

3 4 1 2 

1 2 3 4 
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 )13ي صفحه( 

2روش هاي ساخت مربع هاي لاتين متعامد

فرض كنيد كه مي خواهيم، دو مربع لاتين متعامـد      . يح مي دهيم  اين روش را با ذكر مثال توض       : اولروش  

  .تشكيل دهيم 5از مرتبه ي 

 در دو   .) يـنش اعـداد دقـت كنيـد       چي  به نحوه (  را با نظم خاصي      5 و 4 و   3 و   2 و   1براي اين كار ابتدا اعداد      

  .چيده شده اند» ب « و » الف« شكل 

 به دست مـي آيـد كـه در آن    ، شكل زير» ب « و  » الف  « از كنار هم قرار دادن اعداد متناظر از شكل هاي           

  .عدد دورقمي تكراري وجود ندارد

.ي فرد پرداخته مي شوددر اين كتاب فقط به روش هاي ساخت مربع هاي لاتين مرتبه.  2



جابر عامري : تهيه كننده ............. .................................................. .........................رياضيات گسستهي درسنامه

 )14ي صفحه ( 

55نگ كردن مربع  رحال با پر   ي دوم و با انتقال اعداد خارج از اين مربع بـه داخـل       ، در شكل  مرحله     وسط ×

كه ( ي مربع ي مرتبه اندازهه توجه كنيد كه هر عدد خارج مربع ب.ين مورد نظر بدست مي آيدآن مربع هاي لات

  .انتقال افقي يا عمودي دارد.)  مي باشد5در اينجا 

 .مربع زير را تكميل نموده و سپس دو مربع لاتين تشكيل دهيد. با توجه به آنچه كه گفته شد

*** 



دهم رياضيدوازي پايه............................ ...............................................................رياضيات گسسته ي درسنامه

 )15ي صفحه( 

  .ي مربع هاي لاتين چرخشي استفاده مي شوددهدر اين روش از اي  :دومروش 

ي از  سطرها يا ستون هاي متساوي الفاصله     بدين شكل كه ابتدا يك مربع لاتين چرخشي مي سازيم و سپس             

 5ي  براي مثال اگر بخواهيم دو مربع لاتـين مرتبـه  .ابتدا و انتها را جابجا مي كنيم، تا مربع ديگر به دست آيد           

  . شكل زير عمل مي كنيممتعامد تشكيل دهيم به

   تشكيل مربع لاتين چرخشي :1گام 

  جابجايي سطرهاي متساوي الفاصله :2گام 

  .واضح است كه با تلفيق اين دو مربع، عدد تكراري نخواهيم داشت

بدين شـكل   .  قطرهاي مربع مبتني است    اساس اين روش بر    :روش سوم   

 مي كنيم كه قطر اصـلي آن        نظيم ت ي فرد طوري  كه ابتدا يك مربع از مرتبه     

بالاي قطر اصلي را به ترتيب بـه همـان نظـم قطـر       خانه هاي   .  باشد 1مثلاً  

 بـا توجـه بـه تعريـف         راپايين قطر اصلي    خانه هاي   . اصلي تكميل مي كنيم   

  .براي مثال به مربع مقابل دقت كنيد .تكميل مي كنيممربع لاتين 

ان نظم قبلي تكميل مـي كنـيم تـا          اكنون به طور مشابه قطر فرعي را با هم        

واضح است كه با تلفيق اين دو مربع، عدد تكـراري           . مربع جديد حاصل شود   

  .نخواهيم داشت

5 4 3 2 1 

4 3 2 1 5 

3 2 1 5 4 

2 1 5 4 3 

1 5 4 3 2 

1 5 4 3 2 

2 1 5 4 3 

3 2 1 5 4 

4 3 2 1 5 

5 4 3 2 1 

51 RR ↔

42 RR ↔
⇒

5 4 3 2 1 

4 3 2 1 5 

3 2 1 5 4 

2 1 5 4 3 

1 5 4 3 2 

1 2 3 4 5 

5 1 2 3 4 

4 5 1 2 3 

3 4 5 1 2 

2 3 4 5 1 
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 )16ي صفحه ( 

  . رسم كنيد كه متعامد باشند5ي  دو مربع لاتين از مرتبه :18تمرين

بع ديگري سپس با توجه به تعويض سطرها مر.  تشكيل مي دهيم5ي ابتدا يك مربع لاتين از مرتبه  :پاسخ

  .متعامد با آن مي توان تشكيل داد

 را در نظر بگيريد و سپس مربع لاتين مقابل مربع لاتين  :19تمرين 

  .ديگري تشكيل دهيد كه با آن متعامد باشد

 .تعويض سطرها مربع ديگري متعامد با آن مي توان تشكيل داد  :پاسخ

 .خانه هاي خالي را كامل كنيد.  متعامد هستندAو B در شكل زير مربع هاي لاتين :20تمرين

Aيك مربع لاتين و متعامد با B با توجه با اينكه مربع :پاسخ

  . لذا خانه هاي خالي را مي توان به شكل زير تكميل كرد. است

  : اي حل تمرين بر

 . تشكيل دهيد7ي از مرتبه متعامدبه روش دلخواه دو مربع لاتين :21

5 4 3 2 1 

1 5 4 3 2 

2 1 5 4 3 

3 2 1 5 4 

4 3 2 1 5 

4 3 2 1 5 

3 2 1 5 4 

2 1 5 4 3 

1 5 4 3 2 

5 4 3 2 1 

⇒
↔
↔
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RR

 شيمي فيزيك رياضي

 فيزيك رياضي شيمي

 رياضي شيمي فيزيك

⇒↔ 31 RR

 رياضي شيمي فيزيك

 فيزيك رياضي شيمي

 شيمي يكفيز رياضي
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 )17ي صفحه( 

  كاربردهاي مربع لاتين متعامد

ي كلاسي مانند آنچه كه در تنظيم برنامه. يكي از مهمترين كاربردهاي مربع هاي لاتين برنامه ريزي است

  .تبيان شد، از ساده ترين كاربردهاي مربع لاتين اسي اين درس مقدمه

هاي بعد از جمله  برنامه ريزي براي استفاده غير همزمان از منابع و امكانات و نيروي انساني به شكل مثال

  .كاربردهاي مربع هاي لاتين متعامد مي باشد

.  نوع رنگ متفاوت در سه روز اول هفته كار كنند3 نوع ماشين رنگ سازي و 3 كارگر با 3 قرار است  :1مثال

 كارگر با هر نوع ماشين و هر نوع رنگ دقيقاً يك بار كار كرده باشد و هر رنگ در هر به گونه اي كه هر

  .براي حل اين مسئله برنامه ريزي كنيد. ماشين دقيقاً يك بار به كار گرفته شود

رگرها و اعداد  نام كاwفرض كنيد كه . تشكيل دهيم3يكافي است دو مربع لاتين متعامد از مرتبه  :پاسخ

در اين صورت چون دو مربع لاتين زير متعامد هستند، پس از . نوع ماشين و حروف لاتين نوع رنگ باشند

  .تلفيق آنها مربع جديدي حاصل مي شود كه جواب مسئله است

هفته كار  روز اول 4 نرم افزار متفاوت در 4 كامپيوتر مختلف روي4 مهندس كامپيوتر با 4 قرار است : 2مثال

كنند، به طوري كه هر مهندس با هر كامپيوتر و هر نرم افزار دقيقاً يك بار كاركند و نيز هر نرم افزار در هر 

  .براي اين مسئله برنامه ريزي كنيد. كامپيوتر دقيقاً يك بار استفاده شود

3 2 1 

1 3 2 

2 1 3 
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a c b 
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 )18ي صفحه ( 

 نام مهندس ها و wفرض كنيد كه . تشكيل دهيم3يكافي است دو مربع لاتين متعامد از مرتبه  :پاسخ

در اين صورت چون دو مربع لاتين زير متعامد هستند، . اعداد نوع كامپيوتر و حروف لاتين نوع نرم افزار باشند

  .پس از تلفيق آنها مربع جديدي حاصل مي شود كه جواب مسئله است

 روز هفته، به گونه اي كار كنند كه 5نوع الياف در  5 نوع ماشين نخ ريسي و 5 كارگر با 5 قرار است   :3مثال

هر كارگر با هر نوع ماشين و هر نوع الياف دقيقاً يك بار كاركرده باشد و نيز هر الياف در هر ماشين دقيقاً يك 

 .براي اين مسئله برنامه ريزي كنيد. بار بكار گرفته شود

 نام كارگرها و اعداد wفرض كنيد كه .كيل دهيم تش5يكافي است دو مربع لاتين متعامد از مرتبه :پاسخ

در اين صورت چون دو مربع لاتين زير متعامد هستند، .  باشندالياف و حروف لاتين نوع ماشين ريسندگينوع 

 .پس از تلفيق آنها مربع جديدي حاصل مي شود كه جواب مسئله است
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 )19ي صفحه( 

 :تمرين براي حل 

...  و 2C و1Cي متوالي در شش كلاس در شش جلسه6Tو...  و 2T و1Tقرار است شش مدرس  :22

 منظور نبراي اي.  يك جلسه تدريس كندبه گونه اي تدريس كنند كه هر مدرس در هر كلاس دقيقاً 6Cو

  . برنامه ريزي كنيد

ف در هفت  راننده در هفت روز هفته با هفت ماشين مختل7ي اتومبيل راني قرار است،  در يك مسابقه :23

  .مسير مختلف مسابقه دهند، طوري كه شرايط زير برقرار باشد

  . كندمسير رانندگيهر راننده هر روز با يك ماشين در يك : الف 

  . هر راننده با هر ماشين دقيقاً يك روز رانندگي كند:ب 

  . هر راننده هر روز دقيقاً در يك مسير رانندگي كند:ج 

  . هر ماشين در هر مسير دقيقاً يك بار به كار گرفته شود:د 

  .ين منظور برنامه ريزي كنيدي ابرا

*** 

 جابرعامري: تهيه كننده 

گروه رياضي دوره ي دوم متوسطه عضو 

خوزستان استان 

e3b5 d2a4 c1

b1 d3 a5c2 e4 
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a2c4e1b3d5 
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 )20ي صفحه ( 

 مباحثي در تركيبيات : موددرس 

ي شمارش مانند تبديل ا بعضي از تكنيك ها و روش ه       همچنيندر اين درس ابتدا اصل جمع و اصل ضرب و           

را يادآوري نموده و در ادامه جايگشت هـاي بـا تكـرار را    جهت ورود به بحث مختصراً و با ذكر مثال و تركيب  

  .بيان مي كنيم

  يادآوري و تكميل

   ضرب اصل:الف 

 انتخاب و براي انجام هر كدام از mي اولاگر كاري شامل دو مرحله باشد، به طوري كه براي انجام مرحله

nm روش انجام وجود داشته باشد، در كل، كار مورد نظر باnي دوم انتخاب، در مرحلهmاين  روش قابل ×

  .انجام است

  .قابل تعميم استكار براي انجام يك مرحله اصل ضرب براي تعداد محدودي 

داشبورد   نوع مختلف جلو3و   حجم موتور 2 رنگ، با    7 يك كارخانه خودرو سازي، خودروهايي در         :1تمرين

  نتخاب دارد؟يك خريدار براي خريد يك خودرو از اين كارخانه چند ا. توليد مي كند

   طبق اصل ضرب:حل 

42327   تعداد حالت هاي انتخاب××=

*** 

  معرفي نماد فاكتوريل  :ب

ش داده مي شود، به شكل زير  نمايn! كه با نماد nفاكتوريل.  يك عدد صحيح نامنفي باشد     nكنيد كه فرض

 .تعريف مي شود

10در اين صورت .  باشدn=0اگر =! 

11در اين صورت .  باشدn=1اگر =!  

 يعني. ل ضرب تمام اعداد طبيعي كوچكتر يا مساوي آن است برابر حاصn!در اين صورت .  باشدn<1اگر

nn ××××= ...! 321 



 دهم رياضيدوازي پايه............................ ...............................................................رياضيات گسسته ي درسنامه

  )21ي صفحه( 

  :مثال 

7206543216 2443214ب                             (!=×××××=   الف (!=×××=

!)(!   : با توجه به مفهوم فاكتوريل يك عدد طبيعي مي توان نوشت كه :توجه 1−= nnn  

!!: براي مثال  566 ×=  

  . از آن اشياء مي گوييمجايگشتاگر چند شيءِ متمايز داشته باشيم، به هر حالتِ چيدنِ آنها كنار هم ، يك 

  . است4!برابر با تعداد حالت هاي صف گرفتن چهار دانش آموز كنار هم :مثلاً

  . استn!متمايز برابر ) نفر( شيء n تعداد جايگشت هاي:نتيجه 

تعداد كل رمز هايي كه مي .  كاراكتر تشكيل مي دهيم7 ، يك رمز شامل 5 و 4 و   3 و   2ارقام    با  :2تمرين  

  .توان تشكيل داد، را تعيين كنيد

  .ر هم قرار گيرند و رمز توليد كنند طريق مي توانند كنا4! رقم به 4  اين:حل 

  

به .  استفاده كرد گاهي براي شماش در حالت هاي خاص، بايد روش هايي همچون دسته بندي اشياء:توجه 

  .مثال زير توجه كنيد

 7 يك رمز شامل 5 و 4 و 3 و 2و ارقام » ژ « و  » پ  « و  » چ«  فرض كنيد مي خواهيم با سه حرف          :مثال

  :مطلوب است. يمكاراكتر تشكيل ده

  . تعداد كل رمز هايي كه مي توان تشكيل داد:الف 

  . تعداد رمز هايي كه در هر يك از آنها همواره حروف كنار يكديگرند:ب 

  . تعداد رمز هايي كه در هر يك از آنها همواره ارقام كنار يكديگرند:ج 

  .حروف نيز كنار هم باشند تعداد رمز هايي كه در هر يك از آنها همواره ارقام كنار هم و :د 

  :حل 

 طريق مي توانند كنار هم قرار گيرند و رمز توليد 7! شيء متمايز بوده و به 7 رقم روي هم 4 حرف و 3 :الف 

  .كنند
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 شيء 5روي هم  رقم داده شده 4نها را با آ و مكافي است ابتدا سه حرف را با هم يك شيء در نظر بگيري  : ب  

 داده شده هم در عين حال كه كنار در هر جايگشت، سه حرفِ.  جايگشت دارند5!در اين صورت . كنيمفرض 

!! جايگشت دارند و لذا طبق اصل ضرب تعداد كل رمزهاي مورد نظر برابر3!، هم هستند 35   . مي شوند×

 4 حرف مفروض روي هـم       3 رقم داده شده را يك شيء فرض مي كنيم كه با             4ل، ابند    مشابه قسمت قب    :ج

 در كنار هم جايگشت دارند، لـذا  4! رقم داده شده ، هم   4 جايگشت داشته و در هر جايگشت        4!شيء بوده و  

!!نظر ، طبق اصل ضرب عبارت است ازرمز مورد تعداد  44 ×  

 3! حروف را يك شيء و ارقام را نيز با هم يك شيء فرض مي كنيم كه روي هم دو شيء شده اسـت و                           :د

لذا طبق اصل ضرب تعداد رمـز هـاي مـورد نظـر     .  نسز ارقام كنار هم جايگشت دارند4!حروف در كنار هم و    

!!!عبارتند از 432 ××  

قـرار  ) در يـك رديـف    (يازدهم به چند طريق     ي   دانش آموز پايه   4 دوازدهم و  ي دانش آموز پايه   5  :3تمرين

  : اگر بخواهيم؟بگيرند

  .همواره دانش آموزان هر پايه كنار هم باشند: الف

  ).ه كنار هم نباشندهيچ دو دانش آموز هم پاي( به صورت يك در ميان قرار بگيرنددانش آموزان : ب 

نها را به صورت يـك در ميـان         آ نفر باشند، به چند طريق مي توان         5 يازدهم نيز    ياگر دانش آموزان پايه   : ج  

  قرار داد؟
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 :خواهيم داشت اگر دانش آموزان را دسته بندي كنيم، :حل 

!!! 542  الف (××

!! 54  ب (×

  .رت زير نيز مسئله را حل كردالبته مي توان به صو

!!)()( 45123412345112233445 ×=××××××××=×××××××× 

255 ××  ج ()!!(

 حـك  7 تـا  1 پرچم مختلف را به هفت ميله پرچم نصب كرده ايم و روي ميله ها شماره هـاي           7  :4تمرين

  ، قرار گيرنددر يك رديف چنانچه پرچم ها كنار هم . كرده ايم

  .قرار گرفتن ميله هاي پرچم را حساب كنيدتعداد كل حالت هاي كنار هم : الف

 .ي پرچم هاي با شماره هاي غير اول در مكان هاي زوج باشندتعداد حالت هايي را حساب كنيد كه ميله: ب 

  : حل 

  الف

504071234567 ==××××××   تعداد كل حالت ها!
 :ب 

  پرچم هاي غير اول1 و4 و6  پرچم هاي اول 2 و 3 و 5 و 7

144341122334 =×=××××××   تعداد حالت ها!!

ي شما به طور تصادفي كنار يكديگر قرار مي گيرنـد تـا عكـسي                يازده بازيكن فوتبال تيم مدرسه      :5تمرين

ت حالد اتعد يحاسبه است مبولدو نفر متفاوت باشند، مط ، چنانچه دروازه بان و كاپيتان تيم. يادگاري بيندازند

  نفر بين دروازه بان و كاپيتان حضور داشته باشند؟4كه در عكس دقيقاً هايي 

 3مكان 4مكان 1مكان 2مكان 5مكان 6مكان 7مكان

4 3 3 1 1 2 2
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 :حل 

269 ××= تعداد حالت هاي مورد نظر !

 در دو طرفِ طولِ يك ميز مستطيل شكل ند يكديگر برادرِ نفر را كه دو به دو 8 مي خواهيم  :6تمرين

   بنشيند، به چند طريق مي توان اين كار را انجام داد؟شاگر بخواهيم هر نفر روبروي برادر. بنشانيم

  : مسئله را به اين صورت بيان مي كنيم كه :حل 

 جفت 4 جفت صندلي روبروي هم داريم كه مي خواهيم 4مطابق شكل دور يك ميز

كان پذير م حالت ا4!طبق اصل شمارش اين عمل به . برادر را روي آنها بنشانيم

 2از طرفي براي هر جفت صندلي كه دو برادر مي خواهند روي آن بنشينند . است

 صندلي طبق اصل 4 و با وجود )كدام برادر روي صندلي آبي و كدام روي صندلي سبز بنشيند( حالت داريم

422222 در4!شمارش بايد  424بنابراين جواب مسئله. ب شود ضر×××= . است!×

ه چند طريق در قفسه اي و در  كتاب رياضي متفاوت را مي توانيم ب5 كتاب فيزيك متفاوت و 4  :7تمرين

  :به نظر شما اين عمل به چند روش امكان پذير است؟ اگر. ف بچينيميديك ر

  .هيچ محدوديتي نباشد: الف 

  . هم باشندرهاي فيزيك كناهمواره كتاب : ب 

   .هيچ دو كتاب رياضي كنار هم نباشند: پ 

  .يك كتاب رياضي خاص و دو كتاب فيزيك خاص همواره كنار هم باشند: ت 

  :حل 

  . طريق امكان پذير است9! كتاب بدون هيچ محدوديتي به 9چيدن : الف 

9 8 7 6 5 1 4 3 2 1 1

ن
كاپيتا

ن
دروازه با
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 شيء محسوب 6 كتاب رياضي ، روي هم 5اب كه به همراه  كتاب فيزيك را به عنوان يك دسته كت4: ب 

 طريق با هم امكان 4! كتاب فيزيك به تعداد4از طرفي.  خواهد بود6!مي شوند و تعداد جايگشت آنها

!! لذا طبق اصل ضرب ، جواب مسئله. جابجايي دارند 46  . است×

 . بايد كتاب ها بنا به موضوع يكي در ميان چيده شوند:پ 

RFRFRFRFR 

!!حالت داريم و طبق اصل ضرب در كل 4!  و براي فيزيك ها5! لذا براي رياضي ها 45 چيدن روش  ×

  .امكان پذير است

 طريق كنار هم قرار مي گيرند، در نظر مي 3!ي سه تايي كه بهكتابهاي خاص را به عنوان يك دسته:  ت

در نتيجه بنا به .  طريق مي توان كنار هم چيد7! كتاب باقي مانده به6 به همراه دستهاين از طرفي . گيريم

!!اصل ضرب اين مسئله به  73   . است روش امكان پذير×

ي يازدهم مسئله اي  دانش آموز پايه6 دوازدهم و ي دانش آموز پايه4 براي كنار هم قرار گرفتن  :8تمرين

!!طرح كنيد كه پاسخ آن 47   . باشد×

ي يازدهم به چند طريق مي توانند در يك صف كنار  دانش آموز پايه6ي دوازدهم و  دانش آموز پايه4 :حل 

 .ي دوازدهم كنار هم باشندگيرند، به طوري كه همواره دانش آموزان پايههم قرار 

*** 

  ترتيب و تركيب  :پ

  .يء بدون تكرار اشياء دو حالت وجود داردي شn ازء شييrدر انتخاب

 مي نامند و تعداد حالت هاي آن        ترتيب را   اين نوع انتخاب  . اشياء مهم باشد  ) تقدم و تأخر  ( اگر اولويت   : الف  

  .را به شكل زير به دست مي آورند

!)(

!
),(

rn

n
rnP

−
=

 : برابر است با تشكيل مي شوند،» خوزستان« ي حرف كلمه7 تعداد كلمات سه حرفي كه با :مثال 

210
4

4567
4
7

37
7

37 =×××==
−

=
!

!

!

!

!)(

!
),(P
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بـه  . تفـاوت دارنـد   » تـاس « بـا   »  ستا   «ال كلمات براي مث .مهم است ) حروف(در اين مثال تقدم و تأخر اشياء        

  .همين دليل از ترتيب استفاده شد

 مي نامند و تعداد حالت هاي آن        يبكتراين نوع انتخاب را      .اشياء مهم نباشد  ) تقدم و تأخر  ( اگر اولويت   : ب  

  .را به شكل زير به دست مي آورند

!)(!

!
),(

rnr

n

r

n
rnC

−
=






= 

},,,,,,{ عضوي 7ي سه عضوي مجموعه تعداد زير مجموعه هاي:مثال  gfedcba،  برابر است با : 

35
4123
4567

43
7

373
7

3

7
37 =

×××
×××=

×
=

−
=






=
!

!

!!

!

!)(!

!
),(C 

},,{«بـراي مثـال زيـر مجموعـه هـاي         .مهـم نيـست   ) عـضوها (در اين مثال تقدم و تأخر اشـياء          cba «  بـا

»},,{ cab « اده شدبه همين دليل از تركيب استف. تفاوت ندارد. 

 . برخي از حالت هاي خاص تركيب بصورت زير مي باشند: توجه

2

1
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11
) 2 

},,,{ اگر داشته باشيم  :9تمرين  4321=A و},,,,{ 98765=Bرقمي 5 صورت چند رمز يا كد  در اين 

 . باشدB و سه رقم متمايز ازAمي توان نوشت كه هر يك شامل دو رقم متمايز از

: حل 








=
2

4
Aي رقم مجموعه4 رقم از 2تعداد حالات انتخاب  








=
3

5
Bي رقم مجموعه5 رقم از 3 تعداد حالات انتخاب 

 جواب ،لذا طبق اصل ضرب.  مي باشد5! رقمي5 رقم به صورت يك كد 5از طرفي تعداد حالات چينش 

5!مسئله 
3

5

2

4
×






×







 . است
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  )زجايگشت هاي متماي( جايگشت هاي با تكرار  :ت

شت هاي ممكن گگاهي اوقات براي شمارش در حالت هاي خاص بايد از روش هايي همچون تقسيم كل جاي  

  .ي زير توجه كنيد به مسئله.بر تعداد حالت هايي كه تكراري يا بي اثر محسوب مي شوند، استفاده كنيم

 مي توان گفت گه تعداد  چنين چند ترتيب مختلف مي توان ساخت؟85885با ارقام در پاسخ به اين مسئله كه   

 و  سه بار تكرار شده و جابجايي آنها تـأثير روي تعـداد نـدارد   8 مي شوند ولي چون رقم      5!حالت ها برابر  كل  

لذا بايد تعـداد كـل را       .  دو بار تكرار شده و جابجايي آنها نيز تأثيري روي تعداد نخواهد داشت             5همچنين رقم   

  .حاصل تقسيم زير است 85885در نتيجه تعداد ترتيب ارقام .  تقسيم كنيم2!و3!بر

!!
!
32

5
×

كه با نماد 








32

5

,
 . نيز نمايش داده مي شود

 در  و...  و   b شـيئ از نـوع     2n و a شـيئ از نـوع     1n شيئ در صـورتي كـه      nتعداد جايگشت هاي   :نتيجه  

mnnnnn. (ي زير بدست مي آيد باشند از رابطهz شيئ از نوعmnنهايت ++++= ...321( 

!...!!!
!

,...,,, mm nnnn

n
nnnn

n

××××
=









321321

  چند جايگشت وجود دارد؟BANANAي با حروف كلمه:مثال 

 حرفNAB جمع

 تعداد 1 3 2 6

60
121231
123456

231
6

231

6
=

×××××
×××××=

××
=








!!!
!

,,

 ن ساخت؟چند ترتيب مختلف مي توا»  ايرانيان «ي با حروف كلمه  :10تمرين

 :حل 
 حرف آ ي ر ن جمع

 تعداد 3 2 1 2 8

1680
2123

8
2123

8
=

×××
=








!!!!

!

,,,
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 چند ترتيب مختلف مي توان ساخت؟2858885با ارقام  : 11تمرين

  :حل 
 رقم 2 8 5 جمع

 تعداد 1 4 2 7

105
241

7
241

7
=

××
=








!!!

!

,,

 نوشت؟ رقمي مي توان 6  چه تعداد كد7 و 5 و 7 و 7 و 6 و 5رقام ابا  : 12تمرين 

  :حل 
 عدد 5 7 6 جمع

 تعداد 2 3 1 6

60
132

6
132

6
=

××
=








!!!

!

,,
  تعداد كدها

ي خاصي را كد گذاري و هر جعبه را ي حاوي اجناس توليد شده مي خواهيم روي تعدادي جعبه: 13تمرين 

حداكثر چنـد جعبـه را      . از بقيه مجزا كنيم    dو dو dو c و c و aو bو aو a حرفِ 9با يك كد، شامل     

   با اين كدها از بقيه مجزا كنيم؟ممي تواني

  :حل 
 حرف d c b a جمع

 تعداد 3 1 2 3 9

5040
2313

9
2313

9
=

×××
=







=

!!!!

!

,,,
 جعبه ها تعداد 

  و يك اتاق سه نفره قرار بگيرند؟توانند در دو اتاق دو نفره نفر به چند طريق مي 7 :14تمرين

 :حل 
 اتاق aاتاق bاتاق cاتاق  جمع

 تعداد 2 2 3 7

210
223

7
223

7
=

××
=







=

!!!

!

,,
  تعداد حالت ها
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 با ضرايب واحد سيالهي  يك معادله صحيح و نامنفيتعداد جواب هايي محاسبه :ث 

nxxxxيعادلهمو نامنفي   گاهي لازم مي شود كه تعداد جواب هاي صحيح           r =++++ ...321 )n

   .ي زير دقت كنيد تعيين تعداد جواب ها به مسئلهآشنايي به روشبراي . ا تعيين كنيمر) يك عدد طبيعي

شخصي وارد يك گل فروشي مي شود و مي خواهد دسته گلي شامل سه شاخه گل ، از بين سه نوع             :مسئله

تعيين كنيد كـه بـه چنـد        . فراوان موجود باشد   اگر از هر نوع گل به تعداد      . ك انتخاب كند   و ميخ  ، رز مگل مري 

  .انتخاب كندطريق مي تواند دسته گل 

  . جدول زير مي تواند جواب اين مسئله باشد. ي شاخه گل باشدنشان دهندهاگر تعداد ستاره ها 

 )رديف(حالت  مريم رز ميخك

* * * 1 
* ** 2 

* ** 3 
** * 4 

* ** 5 
** * 6 
** * 7 

*** 8 
*** 9 

*** 10 

3321ييعني معادله  =++ xxx ي اين جواب با توجـه بـه قـضيه   .جواب صحيح و نامنفي است  10 داراي

  .قابل توجيه است)  خط عمودي جدول2 ستاره و 3(  شيء 5جايگشت با تكرار بين 

 ي گل انتخابي تعداد شاخه=اد ستاره هاي هر سطرتعد =3

132   نوع گل3 تعداد خط هاي عمودي براي جدا كردن==−

5133 =−+= ) شامل ستاره ها و خط هاي عمودي(  تعداد كل اشياء )(

، دسته گل جديدي توليد نمي كند و همچنين جابجايي خـط     ) حالت3!( اكنون چون جابجايي ستاره ها با هم      

)(!!(هاي عمودي با هم      213 پس تعداد كل جابجـايي اشـياء   . دسته گل جديدي توليد نمي كند   ) حالت−=

 . تقسيم مي كنيم2!و 3! را بر5!يعني
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   تعداد كل جايگشت ها

nxxxxيدر حالت كلي براي معادلهو  r =++++   : مي توان نوشت321...

n=  بيي گل انتخا تعداد شاخه=تعداد ستاره هاي هر سطر  

1−= rتعداد خط هاي عمودي براي جدا كردن rنوع گل   

)( 1−+= rn شامل ستاره ها و خط هاي عمودي(  تعداد كل اشياء (  

مچنين جابجايي خط ي توليد نمي كند و هجديد ، دسته گل)حالتn!(اكنون چون جابجايي ستاره ها با هم

)(! (هاي عمودي با هم 1−rاشياء  جابجاييتعداد كلپس . كند  توليد نميي دسته گل جديد)حالت 

))((!يعني 1−− rn را بر!n و!)( 1−rتقسيم مي كنيم .   
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  ها تعداد كل جايگشت 

nxxxxيتعداد جوابهاي طبيعي معادلهبه هدف تعيين ي فوق را اكنون مسئله r =++++ به  321...

  .شكل زير مطرح مي كنيم

 شاخه گل ، از بين سه نـوع         5 شخصي وارد يك گل فروشي مي شود و مي خواهد دسته گلي شامل               :مسئله

تمام انواع   و خريدار بايد از      اد فراوان موجود باشد   اگر از هر نوع گل به تعد      . ، رز و ميخك انتخاب كند     مگل مري 

  .تعيين كنيد كه به چند طريق مي تواند دسته گل انتخاب كند. بردارد گل 

  . جدول زير مي تواند جواب اين مسئله باشد. ي شاخه گل باشداگر تعداد ستاره ها نشان دهنده

  )رديف(حالت   مريم  رز  ميخك

*  *  ***  1  
*  **  **  2  

**  **  *  3  
***  *  *  4  

*  ***  *  5  
**  *  **  6  

  
5321ييعني معادله =++ xxxاست)مثبتصحيح و (طبيعي  جواب 6 داراي  .  
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  .وجيه اين جواب به شكل زير عمل مي كنيمتبراي 

  .به شكل زير تقليل پيدا مي كنندپس تعداد جواب ها معادله .  شاخه برمي داريم1ابتدا از هر نوع گل

{
)()()()( 11151115
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3
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1321 ++−=−+−+−→=++
321321

yyy

xxxxxx  

2321 =++→ yyy  

2321ياكنون تعداد جواب هاي صحيح و نامنفي معادله =++ yyyرا تعيين مي كنيم .  
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   تعداد دسته گل ها

nxxxxيدر حال كلي براي تعيين تعداد جواب هاي طبيعي معادله r =++++ ...321  

rnيم و لذا تعداد جواب هاي دلخواه بهر شاخه برمي دا1 نوع گل ابتدا از هر   .حالت تقليل پيدا مي كند −

nxxxx r =++++ ...321  

{
)...()(...)()()( 43421321321321
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nxxxx 1111111

3
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1

1 +++−=−++−+−+−→  

rnyyyy r −=++++→ ...321  

  . را تعيين مي كنيم جديدياكنون تعداد جواب هاي صحيح و نامنفي معادله
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 : يك عدد طبيعي فرض شود، در اين صورتn اگر:نتيجه 

nxxxxي تعداد جوابهاي صحيح و نامنفي معادله: 1 r =++++  برابر321...
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  . است

nxxxxي تعداد جوابهاي طبيعي معادله: 2 r =++++  برابر321...
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  . است

++=4ي تعداد جوابهاي صحيح و نامنفي معادله: 15 تمرين zyxرا بدست آوريد .  

  :حل
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+++=12ي تعداد جوابهاي طبيعي معادله: 16 تمرين tzyxرا تعيين كنيد . 

  :حل
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 شاخه گل را بـه دلخـواه انتخـاب    8 نوع گل، دسته گلي شامل 4از بين مي توان  به چند طريق    :17تمرين

 كرد؟

: حل 

84321 =+++ xxxx
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148 )(
  تعداد جواب هاي صحيح نامنفي

 نوع گل انتخاب كرد، به شرط 4 شاخه گل را از بين 9 به چند طريق مي توان دسته گلي شامل         :18تمرين

   شاخه انتخاب شود؟1هر نوع گل حداقل اينكه از 

  : حل 
94321 =+++ xxxx
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19
  تعداد جواب هاي طبيعي

 شاخه گل، از بين سه 5شخصي وارد يك گل فروشي مي شود و مي خواهد دسته گلي شامل   :19تمرين 

د فراوان موجود باشد و خريدار بايد از حتماّ اگر از هر نوع گل به تعدا. نوع گل مريم، رز و ميخك انتخاب كند

  .تعيين كنيد كه به چند طريق مي تواند دسته گل انتخاب كند. مريم برداردحداقل يك شاخه گل 

5321يمعادله :حل   =++ xxx   1 كه در آنx         طبق مسئله.  تعداد گل هاي مريم باشد را در نظر بگيريد

  :  كه واضح است
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  تعداد جواب هاي صحيح نامنفي
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1454321ي معادله  :20تمرين =++++ xxxxxچند جواب صحيح و نامنفي دارد به شرط اينكه 

11 >x 33 و >xباشد .

  :حل 
20221 11

1

111 +=→≥−→≥→> yxxxx

y
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40443 33
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333 +=→≥−→≥→> yxxxx

y
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144214 5432154321 =++++++→=++++ xxyxyxxxxx

854321 =++++→ xxyxy
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158 )(
  تعداد جواب هاي صحيح نامنفي

1154321ي معادله :21تمرين =++++ xxxxx دارد؟با شرط زير  چند جواب صحيح و مثبت

) 511 ≤≤≥ ixi ,( 

 :پس . طبيعي معادله مد نظر است با توجه به اين شرط، معلوم مي شود كه تعداد جوابهاي :حل 
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  تعداد جواب هاي طبيعي

126321ي معادله :22تمرين =++++ xxxx  چند جواب صحيح و مثبت با شرط زير دارد؟...

)42 35 => xx ,(

:حل 
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30332 55
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555 +=→>−→≥→> yxxxx
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1011 66

6

66 +=→≥−→≥ yxxx
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12654321 =+++++ xxxxxx

12131411 65421 =++++++++++→ yyyyy

165421 =++++→ yyyyy
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 صحيح و نامنفي  تعداد جواب هاي

 :اگر بخواهيم .  شاخه گل انتخاب كرد11 نوع گل5 به چند طريق مي توان از بين  :23تمرين

  .به دلخواه انتخاب كنيم: الف 

  . شاخه انتخاب كنيم1از هر نوع گل حداقل: ب 

  .از گل نوع دوم حداقل دو شاخه و از گل نوع پنجم بيش از سه شاخه انتخاب كنيم: پ 

  . شاخه انتخاب كنيم5نوع سوم انتخاب نكرده و از گل نوع چهارم حداقل از گل : ت 

  :حل 

  :الف 

1154321 =++++ xxxxx
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  تعداد جواب هاي صحيح نامنفي

 :ب 

1154321 =++++ xxxxx
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  تعداد جواب هاي صحيح طبيعي

1154321ي معادلهدريعني  :پ  =++++ xxxxx22 دو شرط ≥x 35و >xبه همراه صحيح 

  .و نامنفي بودن ديگر متغير هاي آن برقرار است
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2022 22
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114211 5432154321 =++++++→=++++ yxxyxxxxxx
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  جواب هاي صحيح نامنفي تعداد

1154321ييعني در معادله :ت  =++++ xxxxx03 دو شرط =x 54و ≥xبه همراه صحيح و 

   .نامنفي بودن ديگر متغير هاي آن برقرار است
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  تعداد جواب هاي صحيح نامنفي

  .ل تا چهارم اسكان داده شده انددر يك خوابگاه دانشجويي ، دانشجويان سال هاي او  :24تمرين

 نفري از دانشجويان اين خوابگـاه را بـراي نماينـدگي خوابگـاه              10ي  به چند طريق مي توان يك دسته      : الف  

  .انتخاب كرد

 نفري از دانشجويان اين خوابگاه را براي نمايندگي انتخاب كـرد،    10يمي توان، يك دسته   به چند طريق    : ب  

      به شرط اينكه حداقل شامل يك دانشجوي سال اول ، يك دانشجوي سال دو  م و م و دو دانشجوي سـال سـو

 .دو دانشجوي سال چهارم باشد

 :حل 

  :  تعريف مي كنيم كه :الف 

ix=د دانشجويان سال تعداi 41(  نفر انتخابي 10 ام در بين ≤≤ i(  
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 .ي زير را تعيين كنيملذا كافي است تعداد جواب هاي صحيح و نامنفي معادله
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 تعداد جواب هاي صحيح و نامنفي 
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 تعداد جواب هاي صحيح و نامنفي 

15321ي معادله :25تمرين =++ xxx41 چند جواب صحيح و نامنفي دارد، به شرط اينكه >xو 

02 >x

: حل 
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 .ي زير را تعيين كنيمحال كافي است تعداد جواب هاي صحيح و نامنفي معادله
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 تعداد جواب هاي صحيح و نامنفي 

ي متمايز قرار گيرند، به طوري كه هيچ لانه اي  هفت كبوتر به چند طريق مي توانند در سه لانه :26تمرين

  خالي نماند؟ 
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: حل 

-لذا كافي است كه تعداد جواب هاي طبيعي معادله        .  چون قرار است كه هيچ لانه اي خالي نماند         :روش اول 

7321ي =++ xxxرا تعيين كرد .
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







−
− 6

13

17

1

1

r

n

براي .  لانه قرار مي گيرند به طوري كه در هر لانه لااقل يك كبوتر قرار گيرد3 هفت كبوتر در :روش دوم 

  :پس . اين منظور در هر خانه الزاماً يك كبوتر قرار مي گيرد

7111 321 =+++++ )()()( yyy →=++ ≥1
321 7 ix

xxx

4321 =++→ yyy

ي فوق برابر است با  تعداد جواب هاي صحيح و نامنفي معادله

15
2

6

13

134
=






=








−
−+

128ي  تعداد جواب هاي صحيح و نامنفي نامعادله :27تمرين 321 <++≤ xxxرا به دست آوريد  .

 . معادلات زير را تعيين كنيمكافي است كه تعداد جواب هاي صحيح و نامنفي هر يك از: حل 

45
13

138
8321 =









−
−+

→=++ xxx

55
13

139
9321 =









−
−+

→=++ xxx

66
13

1310
10321 =









−
−+

→=++ xxx

78
13

1311
11321 =









−
−+

→=++ xxx

24478665545   تعداد جواب هاي صحيح و نامنفي=+++=

10321ي ادله تعداد جواب هاي صحيح و نامنفي نامع :28تمرين ≤++ xxxرا به دست آوريد  .

   را عددي فرض مي كنيم كه t :حل 
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10321 =+++ txxx

286
40

=






=








−
−+

=








−
−+

=
3

13

14

11

1

1

r

rn
 تعداد جواب هاي صحيح و نامنفي 

10321ي تعداد جواب هاي طبيعي نامعادله :29تمرين ≤++ xxxوريد  را به دست آ.

  : حل 

سـپس   كافي است تعداد جواب هاي طبيعي هر يك از معادلات زير را جداگانه به دست آورده و      :روش اول   

  . با هم جمع كنيم

1321 =++ xxx

0
13

11
=









−
−

  تعداد جواب هاي طبيعي→

2321 =++ xxx

0
13

12
=









−
−

  تعداد جواب هاي طبيعي→

1
13

13
3321 =









−
−

→=++ xxx

1
13

13
=









−
−

  تعداد جواب هاي طبيعي→

3
13

14
4321 =









−
−

→=++ xxx

3
13

14
=









−
−

  تعداد جواب هاي طبيعي→

6
13

15
5321 =









−
−

→=++ xxx

6
13

15
=









−
−

  تعداد جواب هاي طبيعي→

6321 =++ xxx

10
13

16
=








−
−

  تعداد جواب هاي طبيعي→

7321 =++ xxx

15
13

17
=









−
−

  تعداد جواب هاي طبيعي→
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21
13

18
8321 =









−
−

→=++ xxx                            

21
13

18
=









−
−

   تعداد جواب هاي طبيعي→

28
13

19
9321 =









−
−

→=++ xxx   

28
13

19
=









−
−

   تعداد جواب هاي طبيعي→

36
13

110
10321 =









−
−

→=++ xxx   

36
13

110
=









−
−

   تعداد جواب هاي طبيعي→

  .لذا تعداد جواب هاي طبيعي مي شود

120362821151063100 =+++++++++  

   را عددي فرض مي كنيم كه t≤0 :روش دوم 
10321 =+++ txxx  

11101 321321
1 =+++→=−+++ → −= yxxxyxxxyt  

120
1

=






=








−
−

=








−
−

=
3

10

14

11

1

1

r

n
  تعداد جواب هاي طبيعي 

را تعيـين    با شرط هاي داده شـده        ،تعداد جواب هاي صحيح و نامنفي هر يك از معادلات زير              :30تمرين  

  .كنيد

52010521 ≤≤>=+++ ixxxx i   الف (...,,

4212 51621 ≥>=+++ xxxxx   ب (...,,

41073 4321 <<≥=+++ ixxxxx i   ت (,,

41034321 <<≥=+++ ixxxxx i   ث (,,
  : حل 

  :الف 
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10110 52 +=→≥−→≥ →> <<
ii

iy

ii
i

i yxxxx
321

10111110 5432154321 =++++++++→=++++ yyyyxxxxxx

654321 =++++→ yyyyx









=









−
−+

4

10

15

156
  تعداد جواب هاي صحيح نامنفي

 :ب 
30332 11

1

111 +=→≥−→≥→> yxxxx

y
321

4044 55

5

55 +=→≥−→≥ yxxx

y
321

124312 654321654321 =+++++++→=+++++ xyxxxyxxxxxx

5654321 =+++++→ xyxxxy









=









−
−+

5

10

16

156
  تعداد جواب هاي صحيح نامنفي

 حالت زير حل مي كنيم و حاصل جمع تعداد جواب ها را به دست 3، مسئله را براي2xبا توجه به ضريب :ت 

 .مي آوريم

77030 4314312 =++→=+++→= xxxxxxx )( لحالت او

36
2

9

13

137
=








=









−
−+

  تعداد جواب هاي صحيح نامنفي

47131 4314312 =++→=+++→= xxxxxxx حالت دوم )(

15
2

6

13

134
=








=









−
−+

  تعداد جواب هاي صحيح نامنفي

17232 4314312 =++→=+++→= xxxxxxx حالت سوم )(

3
2

3

13

131
=








=









−
−+

  تعداد جواب هاي صحيح نامنفي

5431536   تعداد كل جواب هاي صحيح نامنفي=++=

 . يا بيشتر باشد3 تواند  نمي2xتوجه كنيد كه مقدار
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 . وجود دارد2xبا توجه به شرايط معادله، چهار حالت براي: ث 

3300 4314312 =++→=+++→= xxxxxxx لحالت او

10
2

5

13

133
=








=









−
−+

  تعداد جواب هاي صحيح نامنفي

2311 4314312 =++→→=+++→= xxxxxxx محالت دو

6
2

4

13

132
=








=









−
−+

 هاي صحيح نامنفي تعداد جواب 

1344 4314312 =++→=+++→= xxxxxxx محالت سو

3
2

3

13

131
=








=









−
−+

  تعداد جواب هاي صحيح نامنفي

0399 4314312 =++→=+++→= xxxxxxx  مچهارحالت

1
2

2

13

130
=








=









−
−+

  تعداد جواب هاي صحيح نامنفي

2013610   تعداد كل جواب هاي صحيح نامنفي=+++=

  . يا بيشتر باشد16 بايد مربع كامل بوده و نمي تواند 2xدارتوجه كنيد كه مق

  نفر به دلخواه توزيع كرد؟3 توپ يكسان را بين5 به چند طريق مي توان  :31تمرين

 :حل 

05321 ≥=++ ixxxx ;

21
2

7

13

135
=








=









−
−+

 نامنفي تعداد جواب هاي صحيح =

 .توزيع كرد نفر 3بين  يكسان را  توپ5 طريق مي توان 21به 

 نفر توزيع كرد، هرگاه بخواهيم هر نفـر حـداقل           4 توپ يكسان را بين    8  به چند طريق مي توان      :32تمرين

 يك توپ داشته باشد؟

 :حل 

184321 ≥=+++ ixxxxx ;
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35
3

7

14

18
=








=









−
−

 )طبيعي (تعداد جواب هاي صحيح و مثبت  =

 .يكسان را چنان توزيع كرد كه به هر نفر حداقل يك توپ تعلق گيرد توپ 8 طريق مي توان 35به 

*** 

 جابرعامري: تهيه كننده 

گروه رياضي دوره ي دوم متوسطه عضو 

خوزستان استان 
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 روش هايي براي شمارش : موسدرس 

 .اشاره و كاربردهايي براي آنها بيان مي كنيم ،در اين درس به دو اصل كارآمد در شمارش

  اصل شمول و عدم شمول: الف 

  مجموعـه  Sو A و Bدر صورتي كه   .گيريدنظر ب را در    Sي مرجع  از مجموعه  مجموعهزير   دو   A و Bاگر

.1مي توان نوشتروابط زير را براي تعداد اعضاي اين مجموعه ها واضح است كه . باشند ي متناهيها

|||||||| BABABA IU الف (=+−

|||||| BAABA I−=−) ب 

|||||| ASA  ج (=−

 :نتيجه 

|||||| BASBA UU −= 

وتبال مشخص كنيد چند نه ف.  نفر واليبال بازي مي كنند14 نفر فوتبال و 15 نفري، 25در يك كلاس  :مثال 

  . نفر هم فوتبال و هم واليبال بازي مي كنند9و نه والبيال بازي مي كنند، هرگاه بدانيم كه 

واليبال ي دانش آموزاني كه  و مجموعهAآموزاني كه فوتبال بازي مي كند را ي دانش  اگر مجموعه:حل 

  :تعداد دانش آموزاني كه يا فوتبال يا واليبال بازي مي كنند برابر در اين صورت .  بناميمBبازي مي كند را 

2091415 =−+=−+= |||||||| BABABA IU 

  :زاني كه نه فوتبال و نه واليبال بازي مي كنند برابر و تعداد دانش آمو

52025 =−=−= |||||| BASBA UU 
 .فقط فوتبال بازي مي كنندبا توجه به مثال فوق، تعيين كنيد كه چند نفر : مثال 

   :حل 

6915 =−=−=− |||||| BAABA I

1
|| را با نمادSي متناهيدر اين كتاب، تعداد عضوهاي مجموعه.   Sيعني .  نمايش مي دهيم||)( SSn = 

AAيعني . د نمايش مي دهنA را باAيم مجموعهمهمچنين مت =′

A B 

S
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) بزرگتـرين (آخرين  bو) كوچكترين(لين  اوa باشد وk بخشپذير بر طبيعيي اعداد    مجموعه A اگر : توجه

  :در اين صورت.  باشندAي عضو مجموعه

1+−=
k

ab
A || 

 . را تعيين كنيد7 تعداد اعداد طبيعي دو رقمي مضرب :مثال 

  :حل

131
7

1498
98, ... ,  28,  21,  14 =+−=→= ||}{ AA

 : تعداد اعداد طبيعي دو رقمي را پيدا كنيد كه:مثال 

 . باشند5مضرب )  ب.        باشند3مضرب ) الف

  . باشند5 يا مضرب 3يا مضرب ) ت.         باشند5 و مضرب 3مضرب ) پ

 . نباشند5 باشند ولي مضرب 3مضرب )   ج. باشند5 و نه مضرب 3مضرب نه ) ث

  :حل
901109999, ... ,  12,  11,  10 =+−=→= ||}{ SS رقمي اعداد طبيعي دو 

301
3

1299 =+−=→ || A}{ 99, ... ,  18,  15,  12=A3ي مضرب هاي  مجموعه

181
5

1095 =+−=→ || B }{ 95, ... ,  20,  15,  10=B5ي مضرب هاي  مجموعه

}{ 90, ... ,  45,  30,  15=BAI5 و 3ي مضرب هاي مجموعه 

 .) متباين هستند5 و 3چون  15ي مضرب هاي مجموعه(

61
15

1590 =+−=→ || BAI

4261830 =−+=−+= |||||||| BABABA IU 5 يا مضرب 3 تعداد اعداد مضرب 

484290 =−=−= |||||| BASBA UU5 و نه مضرب 3 تعداد اعداد نه مضرب 

24630 =−=−=−= |||||| BAABA I نباشند5 باشند ولي مضرب 3تعداد اعدادي كه مضرب . 

m )mnابتدا از يك تا عددبراي تعيين تعداد اعداد طبيعي  :توجه  مي توان از  kبخش پذير برو ) 1≥≥

 .فرمول زير نيز استفاده كرد






=
k

m
n 

 



 دهم رياضيدوازي پايه............................ ...............................................................رياضيات گسسته ي درسنامه

  )45ي صفحه( 

  . را تعيين كنيد7 مضرب  وكمتر از صد تعداد اعداد طبيعي :مثال 

  :حل

[ ] 142814
7
100

771001 ==




=→=≤≤= /||},{}|,|{ AnnnA 98, ... ,  28,  21,  14  

***  

  .لند را محاسبه كنيد او500 كه نسبت به 500 تعداد اعداد صحيح و مثبت كوچكتر از :تمرين

  :حل
50011500500, ... 3, ,  2,  1 =+−=→= ||}{ SS  

23 25500 ×=  

  .  بخش پذير نباشند5 يا 2را بدست مي آوريم كه بر Sيي از مجموعهحال تعداد اعداد

   . بخش پذير باشند2 كه بر Sاعضاي

2501
2

2500
500, ... ,  , 6 4,  2 =+−=→= ||}{|| AA  

   . بخش پذير باشند5 كه بر Sاعضاي

1001
5

5500
500, ... ,  15,  10,  5 =+−=→= ||}{|| BB  

   .) نسبت به هم اولند5و2. ( بخش پذير باشند10 كه بر Sاعضاي

501
10

10500
500, ... ,  30,  20,  10 =+−=→= ||}{ BABA II  

  . بخش پذير باشند5 بر يا و 2 بريا كه Sتعداد اعضاي
30050100250 =−+=−+= |||||||| BABABA IU  

  . بخش پذير باشند5 و نه بر 2 كه نه برSتعداد اعضاي
200500 =−=−= 300|||||| BASBA UU  

***  

 و بدانيم كه رمز بسته شده روي قفل حداقل يك د باش9 رقم از صفر تا 4 اگر يك قفل رمز دارد شامل :مثال 

حداكثر چه زماني لازم .  ثانيه طول بكشد5 رقمي 4 را شامل شود و امتحان كردن هر رمز 8 و يك رقم 7رقم 

  ). ، رقم صفر مي تواند در سمت چپ باشددر رمز: توجه(  .است تا اين قفل باز شود
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 :حل 
1000010101010 =×××=→ || SS= چهار رقميرمز هايتعداد كل  

9999 ×××=→ || AA=7 چهار رقمي فاقد رمزهايي مجموعه 

9999 ×××=→ || BB=8چهار رقمي فاقد ي رمزهاي مجموعه 

8888 ×××=→ || BAIBAI=8 و 7 چهار رقمي فاقدرمزهايي مجموعه 

BAU=يا فاقد هر دو8 يا فاقد 7يا فاقد  ر رقميا چه رمز هايي مجموعه  

9026409665616561 =−+=−+=→ |||||||| BABABA IU

974902610000 =−=−= |||| BAS U 8 و 7 تعداد رمز هاي شامل

48705974 براي باز كردن قفلزمان لازم بر حسب ثانيه حداكثر =×=

 ، حداقل يك بار ظاهر شوند؟ 6 و 3 چند عدد سه رقمي وجود دارد كه در آنها هر يك از ارقام :مثال 

  :حل 
90010109 =××=|| Sتعداد كل اعداد سه رقمي  

648998 =××=|| A 3رقمي فاقد  تعداد اعداد سه 

648998 =××=|| B 6 تعداد اعداد سه رقمي فاقد 

448887 =××== || BAI 6و 3 تعداد اعداد سه رقمي فاقد  هر دو عدد 

848448648648 =−+=−+= |||||||| BABABA IU6 يا 3 تعداد اعداد سه رقمي فاقد 

 يا هر دو

52848900 =−=− |||| BAS U داقل يك بار ظاهر شوند ح6 يا 3تعداد اعداد سه رقمي كه در آنها. 

*** 

  : براي حل تمرين

901  (90 تا 1طبيعي  در بين اعداد  :1 ≤≤ n  ( بخش پذير باشند؟3 يا 2چند عدد وجود دارد كه بر   

2001  (200 تا   1طبيعي در بين اعداد    :2 ≤≤ n  (      7 بخش پذير باشند ولي بـر 4چند عدد وجود دارد كه بر 

  باشند؟نبخش پذير 

  .لند را محاسبه كنيد او1125 كه نسبت به 1125تعداد اعداد صحيح و مثبت كوچكتر از   :3
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 تعميم اصل شمول و عدم شمول

  : شكل زير نوشتاصل شمول و عدم شمول را مي توان به A وB وCي متناهيبراي سه مجموعه

|||||||||||||||| CBACBCABACBACBA IIIIIUU +−−−++= 

|||||| CBASCBA UUUU −= 

4001 به طوري كهnچند عدد طبيعي مانند :مثال  ≤≤ n 5 و 4 و 3 ، وجود دارد كه بر هيچ يك از اعداد 

 .بخش پذير نباشند

  :حل 

40011400400, ... 3, ,  2,  1 =+−=→= ||}{ SS

 . بخش پذير نباشند5يا  4 يا 3را بدست مي آوريم كه بر Sيدادي از مجموعهحال تعداد اع

   . بخش پذير باشند3 كه بر Sاعضاي

133
3
400

321 =




=→= ||},,,{|| AA 400, ...   

 . بخش پذير باشند4  كه برSاعضاي

100400, ...  =




=→=
4
400

321 ||},,,{|| BB 

 . بخش پذير باشند5  كه برSاعضاي

0
5
400

321 8400, ...  =




=→= ||},,,{|| CC 

 .) نسبت به هم اولند4و3. ( بخش پذير باشند)12يعني  (4 و 3 كه بر Sاعضاي

A B

C S
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  )48ي صفحه ( 

33
12
400

321 =




=→= ||},,,{ BABA II 400, ...    

   .) نسبت به هم اولند5و3. ( بخش پذير باشند)15يعني  (5 و 3 كه بر Sاعضاي

26
15
400

321 =




=→= ||},,,{ CACA II 400, ...    

   .) نسبت به هم اولند5و4. ( بخش پذير باشند)20يعني  (5 و 4 كه بر Sاعضاي

20
20
400

321 =




=→= ||},,,{ CBCB II 400, ...    

   .)نسبت به هم اولند 5و 4و3. ( بخش پذير باشند )60يعني (5 و 4 و 3 كه بر Sاعضاي

6
60
400

321 =




=→= ||},,,{ CBACBA IIII 400, ...    

  .بخش پذير باشند 5يا بر  4 بر يا و 3 بريا كه Sتعداد اعضاي

|||||||||||||||| CBACBCABACBACBA IIIIIUU +−−−++=  

240620263380100133 =+−−−++=  

  . بخش پذير باشند5نه بر  و 4نه بر و 3 كه نه برSتعداد اعضاي

160240400 =−=−= |||||| CBASCBA UUIU  

***  

  .لند را محاسبه كنيد او30 كه نسبت به 30 تعداد اعداد صحيح و مثبت كوچكتر از :مثال 

  :حل

30113030, ... 3, ,  2,  1 =+−=→= ||}{ SS  

532 ××=30  

  . بخش پذير نباشند5 يا 3 يا 2 را بدست مي آوريم كه برSيحال تعداد اعدادي از مجموعه

   . بخش پذير باشند2 كه بر Sاعضاي

151
2

230
30, ... ,  , 6 4,  2 =+−=→= ||}{|| AA  
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   . بخش پذير باشند3 كه بر Sاعضاي

101
3

330
30, ... ,  , 6 3 =+−=→= ||}{|| BB  

   . بخش پذير باشند5 كه بر Sاعضاي

61
5

530
30, ... ,  15,  10,  5 =+−=→= ||}{|| BC  

   .)لند نسبت به هم او3و2. ( بخش پذير باشند6 كه برSاعضاي

51
6

630
30, ... ,   12,  6 =+−=→= ||}{ BABA II  

   .)لند نسبت به هم او5و2. ( بخش پذير باشند10 كه برSاعضاي

3 30,  20,  10 =→= ||}{ CACA II  

   .)لند نسبت به هم او5و3. ( بخش پذير باشند15 كه برSاعضاي

23015 =→= ||},{ CBCB II  

   .)لند نسبت به هم او5و3و2. ( بخش پذير باشند30 كه برSاعضاي

130 =→= ||}{ CBACBA IIII  

  .  بخش پذير باشند5 بر يا و 3 بر يا و 2 بريا كه Sتعداد اعضاي

|||||||||||||||| CBACBCABACBACBA IIIIIUU +−−−++=  

22123561015 =+−−−++=  

  .  بخش پذير باشند5 و نه بر 3نه بر   و 2 كه نه برSد اعضايتعدا

82230 =−=−= |||||| CBASCBA UUUU  

***  

فقط (  . حداقل يك بار ظاهر شده باشد7و 3و 1 رقمي كه در آنها هر يك از ارقام 5 تعداد شماره هاي  :مثال

  ) 7 و 3 و 1با ارقام 

  . رقمي قرار مي دهيم5ي شماره هاي را كليه Sي مجموعه:حل 

243333333 5 ==→×××× || S  
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  )50ي صفحه ( 

   A=.  مي باشند1ي شماره هايي كه فاقد رقم مجموعه

32222222 5 ==→×××× || A  

   B=.  مي باشند3ي شماره هايي كه فاقد رقم مجموعه

32222222 5 ==→×××× || B 

   C=.  مي باشند7ي شماره هايي كه فاقد رقم مجموعه

32222222 5 ==→×××× || C 

   BAI=. مي باشند3و 1ي شماره هايي كه فاقد ارقام مجموعه

1111111 5 ==→×××× || BAI 

   CAI=. مي باشند7و 1ي شماره هايي كه فاقد ارقام مجموعه

1111111 5 ==→×××× || CAI 

CB= . مي باشند7و 3ي شماره هايي كه فاقد ارقام مجموعه I   

1111111 5 ==→×××× || CB I  

CBA= . مي باشند7و  3 و 1ي شماره هايي كه فاقد ارقاممجموعه II   

000000 =→×××× || CBA II   

 را به شكل زير به دست       7  يا 3 يا   1م شمول مي توان تعداد شماره هاي فاقد ارقام          لذا طبق اصل شمول و عد     

  .آورد

|||||||||||||||| CBACBCABACBACBA IIIIIUU +−−−++=  

930111323232 =+−−−++=  

 را به شـكل  7 يا 3 يا 1پس تعداد لذا طبق اصل شمول و عدم شمول مي توان تعداد شماره هاي شامل ارقام                

  .زير به دست آورد

15093243 =−=−= |||||| CBASCBA UUUU  

***  
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 ارقام(  . حداقل يك بار ظاهر شده باشد7و 3و 1 رقمي كه در آنها هر يك از ارقام 5 تعداد شماره هاي  :مثال

  ).  مي توانند باشند7 و 3 و 1 غير از

  .) صفر مجاز نمي باشدچپسمت . (  رقمي قرار مي دهيم5ي شماره هاي را كليه Sي مجموعه:حل 

4109101010109 ×=→×××× || S  
   A=.  مي باشند1ي شماره هايي كه فاقد رقم مجموعه

49899998 ×=→×××× || A  
   B=. مي باشند3ي شماره هايي كه فاقد رقم مجموعه

49899998 ×=→×××× || B 
   C=. مي باشند7ي شماره هايي كه فاقد رقم مجموعه

49899998 ×=→×××× || C 

   BAI=.  مي باشند3و  1ي شماره هايي كه فاقد ارقام مجموعه
48788887 ×=→×××× || BAI 

   CAI=.  مي باشند7و  1ي شماره هايي كه فاقد ارقام مجموعه
48788887 ×=→×××× || CAI 

CB=.  مي باشند7و  3 هايي كه فاقد ارقام ي شمارهمجموعه I   
48788887 ×=→×××× || CB I  

CBA=.  مي باشند7و  3 و 1ي شماره هايي كه فاقد ارقاممجموعه II  

 47677776 ×=→×××× || CBA II 

 را به شكل زير به دست      7 يا   3 يا   1لذا طبق اصل شمول و عدم شمول مي توان تعداد شماره هاي فاقد ارقام               

  .آورد

|||||||||||||||| CBACBCABACBACBA IIIIIUU +−−−++=  

444 76873983 ×+×−×= )()(  

 را به شـكل  7 يا 3 يا 1پس تعداد لذا طبق اصل شمول و عدم شمول مي توان تعداد شماره هاي شامل ارقام                

  .زير به دست آورد

4444 76873983109 ×−×+×−×=−= )()(|||||| CBASCBA UUUU  

***  
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  تعيين تعداد توابع

mAبا فرض اينكهBي به مجموعهAيز يك مجموعهتعداد توابع ممكن ا nB و||=  :ت بابرابر اس ||=

 mn 

 .يدرا به دست آورعضوي  5ي  عضوي به يك مجموعه3ي تعداد تابع هاي ممكن از يك مجموعه :مثال 

  :حل 

12553 =

 4مك ارسال كرده اند، انتخاب كـرده ايـم و مـي خـواهيم در      ياي تلويزيوني پ   نفر را كه براي برنامه     8: مثال  

اين عمل بـه چنـد   . به دلخواه بدهيم) با قرئه كشي(  نفر 8زه را به يكي از اين ي در هر مرحله يك جا يمرحله

  ). جايزه را برنده شود4نفر مي تواند يك ( طريق امكان پذير است؟ 

 8ي  عضوي به يك مجموعه4ي  اين مثال معادل است با يافتن تعداد تابع هاي ممكن از يك مجموعه         :حل  

 .عضوي مي باشد و جواب مي شود

409684 =

 تعيين تعداد توابع پوشا

تعريف شود، گويند اين تـابع      Bي به مجموعه  Aياشد كه از مجموعه    تابعي ب  f اگر :تعريف تابع پوشا    

BRبه عبارت ديگر. م شده استس، پيكاني رB هرگاه روي تمام اعضاي،پوشا است f =

  .، پوشا است ولي تابع ب پوشا نمي باشدبراي مثال در دو نمودار فوق، تابع الف 

 . را پيدا كنيدB عضوي3ي به يك مجموعهA عضوي4ي  تعداد توابع پوشا از يك مجموعه:مثال

a 

b 

c

m 

n

p

 )ب(

a 

b 

c

m 

n 

)الف(

A B A B
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BAfگيريم كه  :حل →:

)(},,,{ 4        == maaaaA 4321

)(},,{ 3             == nbbbB 321

  :لذا داريم.  تعريف شده اندB به Aي توابعي باشد كه از  مجموعهSيوعهاگر مجم

81333334 =×××=== mnS || 

 )غير پوشا( . نسبت نمي دهندib بهراAي توابعي باشند كه هيچ عضوي ازمجموعهiBحال فرض كنيد كه

321 ,,)}(|{ =∉∈= iAfbSfB ii  

421 =−=→∉∈= mnAAfbSfB )(||)}(|{ 111

421 =−=→∉∈= mnAAfbSfB )(||)}(|{ 222

42 1 =−=→∉∈= mnAAfbSfB )(||)}(|{ 333

همچنين 

112 4 ==−=== mnBBBBBB )(|||||| 323121 III

 و

003 4 ==−= mnBBB )(|| 321 II

 تعداد توابع غير پوشا

450111222 4444444 =+−−−++=

+−−−++= ||||||||||||||

||

321323121321

321
BBBBBBBBBBBB

BBB

IIIII

UU

B بهAد توابع پوشا از تعدا

3645-81 ==−= |||||| 321321 BBBMBBB UUUU

***  

 .  را پيدا كنيدB عضوي3ي به يك مجموعهA عضوي5ي  تعداد توابع پوشا از يك مجموعه:مثال 

 :لذا داريم.  تعريف شده اندBبهAي توابعي باشد كه از مجموعهSي اگر مجموعه:حل
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24335 === mnS || 
Bبه Aتعداد توابع غير پوشا از

322 1 5 ==−=== mnBBB )(|||||| 321

همچنين 

112 5 ==−=== mnBBBBBB )(|||||| 323121 III

 و

003 5 ==−= mnBBB )(|| 321 II

 تعداد توابع غير پوشا

930111222 5555555 =+−−−++=

+−−−++= ||||||||||||||

||

321323121321

321
BBBBBBBBBBBB

BBB

IIIII

UU

BبهAتعداد توابع پوشا از

15093243 =−=−= |||||| 321321 BBBMBBB UUUU

*** 

BAfتعداد تابع هايي چون   : تذكر   =≤3 با فرض  :→ mA ||=3 و|| B به طوري كـه BR f =

)(ياز رابطه) توابع پوشا (  1233 −− mmچرا؟.  بدست مي آيد 

 به شرط اينكـه بـه هـر نفـر يـك       خودكار متفاوت را بين سه نفر توزيع كرد4به چند طريق مي توان  :مثال  

  خودكار داده باشيم؟

كن براي انجام اين عمل، معادل اسـت بـا پيـدا كـردن تعـداد تـابع هـاي از يـك                       تعداد حالت هاي مم    :حل  

طوري كه برد اين توابـع همـه   .  است Bي سه عضوي مانند    به يك مجموعه   A عضوي مانند    4ي  مجموعه

  .) نسبت داده شودAو از به هر عضو حداقل يك عض. (  باشندBاعضاي 

  :پس جواب اين مسئله مي شود

3=|| B 4 و=|| A 

36458111638112331233 44 =−=−−=−−=−− )()()( mm
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 تعيين تعداد توابع يك به يك

تعريـف شـود، گوينـد    Bي به مجموعه  Aي تابعي باشد كه از مجموعه     f اگر :يك به يك    تعريف تابع   

 .نظير شودBك عضو ازي فقط Aاين تابع يك به يك است، هرگاه از عضو

  .يك به يك استتابع ب يك به يك نيست ولي براي مثال در دو نمودار فوق، تابع الف ، 

 .را پيدا كنيد عضوي 6ي  عضوي به يك مجموعه4ي يك مجموعهيك به يك از   توابع تعداد:المث

BAf كه فرض كنيم :حل },,,{و:→ 4321 aaaaA },,,,,{و= 654321 bbbbbbB =

)( مثلاً A  اول  روي عضو  fبراي تعريف  1af ا براي تعريف  .  طريق وجود دارد   6 تعداد   ه، بامf   روي هر 

)( مثلاً A دوم   عضو 2af  ،          ، بـراي  .  طريـق وجـود دارد   5 بـه تعـداد  با توجه به يك بـه يـك بـودن تـابع

)( مثلاً A روي هر عضو سوم      fتعريف 3af             طريق وجود    4، با توجه به يك به يك بودن تابع ، به تعداد  

)( مثلاً A روي هر عضو چهارم      fبه همين ترتيب مي توان گفت كه براي تعريف        . دارد 4af  با توجه بـه ،

   . طريق وجود دارد3يك به يك بودن تابع ، به تعداد 

3456اكنون با توحه به اصل ضرب مي توان گفت كه به تعداد    ),(يا ××× 46P  تابع يك به يك وجـود 

  .دارد

mk، با شرط ضوي عkي عضوي به يك مجموعهmييك مجموعهيك به يك از  تعداد   :نتيجه   را   ≤

برابر 
!)(

!
)(),(

mk

k
kmkP m −

 . تابع يك به يك وجود دارد==

 نفر توزيع كرد به شرط آنكه هـيچ كـس بيـشتر از    8متفاوت را بين   خودكار   4 به چند طريق مي توان       :مثال  

  .)به هر نفر حداكثر يك خودكار داده باشيم.( ته باشديك خودكار نداش

a 

b 

c

m 

n

p

 )ب(

a 

b 

c

m 

n 

)الف(

A B A B
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تعداد تابع هاي يك بـه يـك از          تعداد حالت هاي ممكن براي انجام اين عمل، معادل است با پيداكردن              :حل  

  يعني .  عضوي است8 عضوي به مجموعه اي 4مجموعه اي 

1680
4

45678
4
8

48
8

8 4 =××××==
−

=
!

!

!

!

!)(

!
)( 

 نفر توزيع كرد، اگر بخواهيم به هر نفر حـداكثر يـك كتـاب               8  كتاب را بين   5 به چند طريق مي توان       :مثال  

 .بدهيم

 عـضو بـه يـك     5ي   تعداد جواب هاي اين مسئله برابر است با تعداد توابع يك به يك از يك مجموعـه                 :حل  

  . عضوي مي باشد8ي مجموعه
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672045678   نفر8كتاب توسط  5تعداد حالات انتخاب =××××=

*** 

  سياله با ضرايب واحدي تعيين جواب هاي صحيح و نامنفي يك معادله

20ي زير را با شرط تعداد جواب هاي صحيح و نامنفي معادله :مثال ≤≤ ix 31 براي ≤≤ iتعيين كنيد . 
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 :تمرين براي حل 

  .ي متناهي بنويسيد اصل شمول و عدم شمول را براي چهار مجموعه :4

3501 ، به طوري كه  n عدد طبيعي مانند    چند  :5 ≤≤ n   6 و 5 و 4اد  وجود دارد كه بر هـيچ يـك از اعـد 

 .بخش پذير نباشند

3065: توجه (  1264 و],[= 2054  و],[= 60645و ],[= =],,[(   

 راهبه چنـد طريـق مـي تـوان          كه   تعيين كنيد    . وجود دارد  A و B و C در شهري سه روستا به نام هاي        :6

 ).حداقل به يك روستاي ديگر وصل باشد. (  طراحي كرد كه هيچ روستايي تنها نماندهايي بين اين سه روستا

تعداد كل گراف هاي ساده با سه رأس برابـر     . روستا ها را رأس گراف و جاده ها را يال فرض كنيد           : راهنمايي  

  . استSيتعداد اعضاي مجموعه

BAf چه تعداد تابع چون       :7 ||=5 مي توان تعريف كرد، اگر بدانيم        :→ A   4 و=|| B    چـه   اسـت؟

  اد از اين توابع يك به يك هستند؟دتع

وري تقسيم كرد، به طوري كـه هـر داور            فيلم سينمايي را بين سه داور براي دا         6 به چند طريق مي توان      :8

 عـضوي بـه يـك    6ي تعيين تعداد توابـع پوشـا از يـك مجموعـه          : راهنمايي  ( حداقل يك فيلم را داور كند؟       

  ) عضوي3ي مجموعه

.  نفر بسكتبال بازي مي كنند9 نفر واليبال و    11 نفر فوتبال بازمي مي كنند،       15 نفري،   34 در يك كلاس      :9

 3 نفر واليبال و بـسكتبال و  6 نفر فوتبال و واليبال،     5ر عضو هيچ يك از اين سه تيم نبوده و            نف 10اگر بدانيم   

 :نفر فوتبال و بسكتبال بازي مي كنند، مشخص كنيد
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 )3: جواب ( ي ورزشي را بازي مي كنند؟چند نفر هر سه رشته: الف

  )10: جواب( ؟دچند نفر فقط فوتبال بازي مي كنن: ب 

 )5: جواب ( كتبال بازي نمي كنند؟سچند نفر واليبال بازي مي كنند ولي ب: پ 

 )16: جواب( چند نفر فقط در يك رشته بازي مي كنند؟ : ت 

باز كنـيم و    را   هستند   2 و   3 و   7كه سه رقم آن     ،   رقمي و فاقد صفر    5اگر بخواهيم يك قفل داراي رمز         :10

 هـستند، در اختيـار داريـم و بـستن و     3 و يك رقـم  2 و يك رقم    7م   رقمي را كه شامل يك رق      5تمام اعداد   

ثانيه طول بكشد، حساب كنيد كه براي باز كـردن ايـن قفـل               6 رقمي،   5امتحان كردن هر يك از اين اعداد        

  ) ثانيه20340: جواب  ( .حداكثر چقدر زمان نياز داريم

*** 
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 )اصل حجره ها(اصل لانه كبوتري: ب 

از اصول مهم در رياضيات كه در حل بسياري از مسائل كار برد دارد اصل لانه كبـوتري يـا اصـل                      يكي ديگر   

  . اين اصل به صورت زير است .ديريكله است

nm( در صورتي كه تعداد كبوتر ها بيش از تعـداد لانـه هـا باشـد     . لانه وجود داردn كبوتر و mاگر و ) <

 .دارد در آن قرار ر كبوت2حداقل ي وجود دارد كه لانه ا در اين صورت .ي كبوتر ها درون لانه قرار بگيرندهمه

nm( باشد در صورتي كه تعداد كبوتر ها بيش از تعداد لانه ها.  لانه وجود داردn كبوتر وm اگر::::نتيجه نتيجه نتيجه نتيجه  >

در اين صورت حداقل يك لانه وجود خواهد داشت كه حاوي بيش . ي كبوتر ها درون لانه قرار بگيرندو همه) 

  .از يك كبوتر است

، حداقل دو ضلع نشان دهيد كه اگر بخواهيم ضلع هاي يك مثلث را با دو رنگ آبي يا قرمز رنگ كنيم: مثال 

  .واهند شداين مثلث همرنگ خ

23چون  .  اگر ضلع هاي مثلث را كبوتر و دو رنگ آبي و قرمز را لانه فرض كنيم                :حل   طبـق اصـل    پس <

دو كبوتر در يك (   كبوتر قرار خواهد گرفت2در يكي از لانه ها حداقل و با توجه به تقسيم زير ، لانه كبوتري 

  )لانه، معادل است با دو ضلع با يك رنگ

?

2

1

3

2

1

2=1+1 
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 نفر از آنها در يـك روز هفتـه متولـد            2ثابت كنيد كه حداقل       نفر در يك ميهماني شركت كرده اند،       8 :مثال  

  .شده اند

ي كبـوتر و   روز است، اگر ميهمانان را به منزله     7 مي دانيم كه هر هفته       :حل

78ي لانه در نظر بگيريم وچون       روز هاي هفته را به منزله       پس با توجه  <

 نفر در يك روز 2به تقسيم زير و با در نظر گرفتن اصل لانه كبوتري حداقل 

  .هفته متولد شده اند

 هـم بـاقي   4 عدد طبيعي دلخواه، حداقل دو عدد يافت مي شود كه در تقسيم بـر      5ثابت كنيد در بين     : مثال  

  .مانده باشند

 ي باقي مانده هاياعضاي مجموعه وكبوتر  5ي را به منزله عدد طبيعي 5اين  گر ا:حل

45چون.  را لانه فرض مي كنيم4تقسيم بر   پس طبق اصل لانه كبوتر و بـا توجـه   <

ي داراي باقي مانده  د دلخواه   دان پنج ع  از  عدد  به تقسيم زير واضح است كه حداقل دو         

 .برابر خواهند بود

 . مي شود4داد صحيح بر عدد ي باقي مانده هاي تقسيم اعمجموعه :توجه

{0,1,2,3}  

 را بر عـدد  S عضوي از اعداد طبيعي باشد و اگر اعضاي        7ي   يك زير مجموعه   S ثابت كنيد كه اگر    :مثال  

 .ند بودي يكسان خواهحداقل دو عضو از اين مجموعه داراي باقي مانده  تقسيم كنيم،6

 ي بـاقي مانـده هـاي      ي كبوتر واعضاي مجموعـه     را به منزله   Sي اعضاي مجموعه  :حل

67چون.  را لانه فرض مي كنيم     6تقسيم بر   پس طبق اصل لانه كبوتر و با توجه بـه        <

ي برابـر    داراي بـاقي مانـده     Sيتقسيم زير واضح است كه حداقل دو عضو از مجموعـه          

  .خواهند بود

 . مي شود6ي باقي مانده هاي تقسيم اعداد صحيح بر عدد مجموعه :توجه

,5}{0,1,2,3,4 
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 عدد طبيعي دلخواه و بيشتر، حداقل دو عدد طبيعي يافت مي شوند كه تفاضل آنها بر                 n+1 از بين : نتيجه  

   چرا؟.) هم نهشت هستندnييعني به پيمانه. ير است بخش پذ2

ي اعـضاي مجموعـه    كبوتر و  n+1ي  را به منزله   عدد طبيعي    n+1اين   گرا :اثبات

nnچون.  را لانه فرض مي كنيمnتقسيم بر باقي مانده هاي  >+  پس طبق اصل 1

د ديـان پـنج ع ـ    ماز  عـدد   لانه كبوتر و با توجه به تقسيم زير واضح است كه حداقل دو              

  .ي برابر خواهند بودداراي باقي ماندهدلخواه 

ي دو نقطه از  پنج نقطه داخل مربعي به ضلع يك سانتي متر مفروض هستند،ثابت كنيد حداقل فاصله:مثال

متر ازاين پنج نقطه ك
2

2
 . است

 اگر مربع را به چهار مربع به ضلع :حل
2

1
 تقسيم كنيم و اين چهار مربع را 

45 نقطه را كبوتر فرض كنيم ، چون       5لانه و     پس طبـق اصـل لانـه        <

 ـ       5كبوتري حداقل دو نقطه از اين        رار  مـي   نقطه در يك مربـع كوچـك ق

 :ي فيثاغورس داريمحال طبق رابطه .گيرند

ي آنها كمتر ازيعني حداقل دو نقطه وجود دارد كه فاصله
2

2
 . است

ثابت كنيد حداقل دو نقطه از اين پـنج نقطـه   .  پنج نقطه در صفحه با مختصات صحيح در نظر بگيريم          :مثال  

  .طه ي وسط اين دو نقطه نيز عدد صحيح مي باشدوجود دارد، طوري كه مختصات نق

براي هر نقطه بـا مختـصات صـحيح    .  پنج نقطه با مختصات صحيح را به عنوان كبوتر معرفي مي كنيم          :حل  

حـال  .  وجـود دارد )فرد و فرد( و )فرد و زوج ( و )زوج و فرد   (  و   )زوج و زوج    ( يكي از چهار حالت     

n

1

1+n

n
1

2=1+1 

4

1

5

4

1
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طبق اصل لانه كبوتري و با توجه به تقـسيم مقابـل، دو             . نه در نظر بگيريم   اگر اين چهار حالت را به عنوان لا       

  .كبوتر در يك لانه جاي مي گيرند

پس مجموع طول هاي . لذا حداقل دو نقطه از آن نقاط از نظر زوج يا فرد بودن مختصات شبيه هم خواهند بود

ي وسط آنهـا صـحيح خواهـد     نقطهدر نتيجه مختصات  . آنها زوج و نيز مجموع عرض هاي آنها نيز زوج است          

  .شد

},,,,...,,,{ي اعداد مجموعه :مثال   85817713951=A      ي عـددي مرتـب      را كه به صورت يك دنباله

 عدد در ايـن     2نشان دهيد كه حداقل     .  عضو انتخاب كنيم   13اگر از اين مجموعه     . در نظر مي گيريم   . شده اند 

  . باشد90 عدد وجود دارد كه مجموعشان برابر 13

   . زير مجموعه، به شكل زير افراز مي كنيم12 را به Aي مجموعه:حل 

},{ 53379 =A},{ 69215 =A},{ 8551 =A
},{ 494110 =A},{ 65256 =A},{ 8192 =A

}{4511 =A},{ 61297 =A},{ 77133 =A
}{112 =A},{ 57338 =A},{ 73174 =A

زير مجموعه  .  است 90همانطور كه مشاهده مي شود، مجموع اعداد درون زير مجموعه هاي دو عضوي برابر               

 كبوتر از درون آنها انتخاب كنـيم، طبـق   13مي خواهيم  لانه در نظر مي گيريم كه  12هاي فوق را به عنوان      

يعني حداقل دو عدد انتخاب شـده از        .  كبوتر انتخاب خواهد شد    2اصل لانه كبوتري حداقل از يكي از لانه ها          

 . است90لذا مجموع آنها برابر . يك زير مجموعه هستند

 2حـداقل  ثابت كنيـد كـه   . انتخاب كنيم ، 2ضلاع به طول ضلع     نقطه از داخل مثلثي متساوي الا      پنج :مثال  

  . است1از آنها فاصله شان كمتر از نقطه 

 تقـسيم   1 مثلث متساوي الاضلاع به طـول ضـلع          4كافي است ابتدا مطابق شكل، مثلث مفروض را به           :حل  

حال اگر نقـاط را كبـوتر و مثلـث هـاي            . بندي كنيم 

كوچك را لانه فرض كنيم، طبق اصل لانه كبوتري         

وجه به تقسيم مقابل معلوم مي شود كه دسـت          و با ت  

 نقطه در يـك مثلـث كوچـك         5كم دو نقطه از اين      

 . خواهد شد1ي اين دو نقطه كمتر از قرار مي گيرند و فاصله

4

1

1

2=1+1 

5
4
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 . حداقل دو رأس هم درجه وجود داردp≤2ي ساده از مرتبههر گراف  نشان دهيد در :مثال 

چـون  . ي يالها را لانه فرض كنيمأس ها را كبوتر و مجموعهي ر اگر مجموعه  :حل  

پـس از هـر رأس    )گراف رأس منفرد نداشته باشـد صورتي كه  در  (گراف ساده است،  

<−1از طرفي چون   .  يال مي گذرد   p−1حداكثر   pp ،   پس طبق اصل لانـه

رأس يالهاي برابر مـي  دو از ست كه حداقل  و با توجه به تقسيم زير واضح ا   يكبوتر

  .ي يكسان دارندگذرد، يعني درجه

 خواهـد شـد و   p−2 و تعداد يالهـا  p−1تعداد كبوتر ها .  اگر گراف داراي يك رأس منفرد باشد     :توجه  

 .منفرد يا بيشتر مي توان استدلال كرد رأس 2به همين ترتين براي . مسئله به همان شكل اثبات مي گردد

*** 

  :تمرين براي حل 

 اختيـار   واحد را3يك مثلث متساوي الاضلاع به طول ضلعي دلخواه از داخل     نقطه 10ثابت كنيد كه اگر    :11

 . آنها كمتر از يك باشد نقطه بين اين نقاط وجود خواهد داشت به قسمي كه فاصله 2حداقل . كنيم

  . نفري ، دست كم دو نفر فصل تولدشان يكي است5ي حداقل ، در يك خانواده نشان دهيد:12

ثابت كنيد كه در بين هر سه عدد طبيعي حداقل دو عدد طبيعي وجود دارد كه مجموعشان عـددي زوج                     :13

 .) استفاده كنيد2ي تقسيم بر از باقي مانده: راهنمايي . (است

كنيد و با استفاده از اصـل لانـه         با توجه به شكل مقابل يك مسئله طرح          :14

 .كبوتري به آن پاسخ دهيد

 دانش آموز يافت مي شـوند كـه تعـداد    2حداقل  ) n≤2(  دانش آموز n نشان دهيد در هر كلاس با     : 15

-زان را يك رأس گراف و رابطههر يك از دانش امو: راهنمايي . ( دوستان آنها در آن كلاس با هم برابر است       

  .)ي دوستي بين هر دو دانش آموز را با يالي بين رأس هاي متناظرشان فرض كنيد

 ، انتخـاب كنـيم تـا مطمـئن باشـيم           2حداقل چند نقطه از داخل مثلثي متساوي الاضلاع به طول ضلع             :16

   است؟1 نقطه از آنها فاصله شان كمتر از 2حداقل 
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  تعميم اصل لانه كبوتري

  .اصل لانه كبوتري را مي توان به صورت زير تعميم داد

k+1در اين صورت لانه اي وجـود دارد كـه حـداقل          .  لانه قرار بگيرند   n كبوتر يا بيشتر در    kn+1هرگاه

  .كبوتر در آن قرار گرفته است

 . نفر از آنها در يك روز هفته متولد شده اند3ز يك كلاس ثابت كنيد كه حداقل  نفردانش آمو18 از :مثال 

ي  روز است، اگـر دانـش آمـوزان را بـه منزلـه     7 مي دانيم كه هر هفته       :حل

718ي لانه در نظـر بگيـريم وچـون          كبوتر و روز هاي هفته را به منزله        > 

 3ر گرفتن اصل لانه كبـوتري حـداقل         پس با توجه به تقسيم زير و با در نظ         

  .نفر در يك روز هفته متولد شده اند

 حداقل چند نفر در يك ماه سال متولد شده اند؟چرا؟  دانش آموز يك مدرسه،400 از :مثال 

ي كبوتر و مـاه   ماه است، اگر دانش آموزان را به منزله       12 مي دانيم كه هر سال     :حل

12400 بگيريم وچون    ي لانه در نظر   هاي سال را به منزله      پـس بـا توجـه بـه         <

 نفر در يـك مـاه سـال    34تقسيم زير و با در نظر گرفتن اصل لانه كبوتري حداقل         

  .متولد شده اند

}{ي نشان دهيد هر زير مجموعه از مجموعه :مثال  91,2,3,...,=S حداقل دو عضو   عضو باشد،6كه داراي

  . است10رابر داردكه مجموع آنها ب

12

33

400

396

4 

34=1+33
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مجموع هر دو  (1,9}{و2,8}{و3,7}{و4,6}{هر يك از مجموعه هاي: حل

 6ي لانه و هر يك از اعضاء زير مجموعه هايرا به منزله.)  است10عضوآنها برابر

46چون .عضوي را كبوتر فرض مي كنيم   پس طبق اصل لانه كبوتري و<

 عضوي مجموع هر دوي آنها 6ي عضو از مجموعه2مطابق تقسيم مقابل حداقل 

  . است10برابر

},,,...,{ي اعداد   مجموعه :مثال   84321=A          43ي  را در نظـر بگيريـد و نـشان دهيـد  هـر زيرمجموعـه 

  . باشد85 عضو است كه مجموعشان برابر 2اقل  داراي حدAعضوي از 

   )85مجموع اعضاي هر يك . (  قفس به شكل زير افراز مي كنيم42در  Aي اعداد مجموعه:حل 

},{ },{و.....  و 4342 },{و823 },{ و 832 841 

به طوري كه مي خـواهيم از ايـن         . ها را به عنوان لانه ها و اعداد درون آنها را كبوتر در نظر مي گيريم               قفس  

  . عضوي انتخاب كنيم43ي كبوتر به عنوان يك زير مجموعه43لانه ها 

طبق اصل لانه كبوتري، حداقل دو كبوتر از يك لانه برداشـته خواهنـد شـد، يعنـي حـداقل دو عـدد در زيـر               

  .  است85جود دارند كه مجموع آنها مجموعه و

 نفر در يك روز هفته متولد شده اند،كمترين تعداد دانش آموزان اين كلاس را 6 در يك كلاس حداقل :مثال 

  .تعيين كنيد

 هر يك از دانش آموزان را كبوتر و هر يك از روز هاي هفته را لانه فرض :حل

 به تقسيم زيـر حـداقل تعـداد    با توجه به اصل لانه كبوتري و با توجه      .مي كنيم 

 . نفر است36دانش آموزان اين كلاس 

 نفر از آنها ماه 10 در يك دبيرستان، حداقل چند دانش آموز وجود داشته باشند تا مطمئن باشيم حداقل :مثال 

  شان يكي است؟دي تولو روز هفته

 را  ساليماه و روز هاي هفته هر يك از دانش آموزان را كبوتر و هر يك از :حل

)(لانه 84127 با توجه به اصل لانه كبوتري و با توجه به  .فرض مي كنيم×=

7

5

x
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 . نفر باشد757اين دبيرستان بايد تقسيم زير حداقل تعداد دانش آموزان 

579
9

71)(84

110

=+×=
=−

x

ني هست كه در آن  شاخه گل را حداكثر در چند گلدان قرار دهيم تا اطمينان داشته باشيم گلدا54 :مثال 

   شاخه گل قرار گرفته است؟5حداقل 

با  .را لانه فرض مي كنيمگلدان ها  را كبوتر و هر يك از شاخه گل ها هر يك از :حل

 مـي   13تعداد گلـدان هـا      كثر  توجه به اصل لانه كبوتري و با توجه به تقسيم زير حدا           

 .باشد

13
4
53

53454

4

=




=→=→+=

=−

xxx 14

15

ر مرد در رشته هاي فوتبال، واليبال و بسكتبال از شهرهاي تهران، مشهد، اصفهان  ورزشكا50 به تعداد :مثال 

 . ورزشكار هم رشته و هم شهري هستند5ثابت كنيد حداقل . و بوشهر در يك اردوي ورزشي شركت كرده اند

  :لروش او :حل

 ورزشكار را كبوتر و هر يك از رشته هاي ورزشي را لانه فرض 50هر يك از 

پس طبق اصل لانه كبوتري و با توجه به تقسيم ) <350( چون .مي كنيم

 . نفر هم رشته هستند17زير حداقل 

 ورزشكار هم رشته را كبوتر و هر يك از شهر ها را لانه 17حال هر يك از 

417(چون . فرض مي كنيم پس طبق اصل لانه كبوتري و با توجه به ) <

 . نفر از ورزشكاران هم رشته، همشهري هستند5م زير حداقلتقسي

م روش دو :  

 شــهر هــاي موجــود – ورزشــكار را كبــوتر و هــر يــك از رشــته 50هــر يــك از 

)1243 پـس طبـق اصـل لانـه        ) <1250(ن  و چ .را لانه فرض مي كنيم    ) ×=

 . نفر هم رشته و هم شهري هستند5كبوتري و با توجه به تقسيم زير حداقل 

3
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2 1716 =+ 1 

4

4

17

16

1 51=+4

12

4

50

48

2 5=1+4 

4

54 x 

1



دهم رياضيدوازي پايه............................ ...............................................................رياضيات گسسته ي درسنامه

 )67ي صفحه( 

 نفـر از آنهـا دو     3ن باشـيم حـداقل    ئم حداقل چند نفر در يك سالن همايش حضور داشته باشند، تا مط            :مثال  

  )ترامي  و احانفاميلي هايي مثل احمدي( حرف اول و دوم فاميلشان غير تكراري و مثل هم است؟ 

 ـ.  مي باشد  32 تعداد حروف الفباي فارسي      :حل    و بـراي    32 بـراي حـرف اول       سپ

9923132طبق اصل ضـرب   .  حالت داريم  31حرف دوم    =×=n     حالـت وجـود 

  . دارد

198519922
213

=+×=
=−

)(x

وجه به اصل لانه كبوتري و بـا  با . حالت ها را لانه فرض كنيم را كبوتر و هر يك از حال اگر هر يك از افراد  

  . نفر خواهد بود1985افراد براي حضور در همايش برابر توجه به تقسيم زير حداقل تعداد 

 . و ماه تولد يكسان دارندهفته،  نفر4 حداقل ، ثابت كنيد دانش آموز255در يك دبيرستان با  :مثال 

ــل  ــه     :ح ــك از هفت ــر ي ــوتر و ه ــوزان را كب ــش آم ــك از دان ــر ي ــا –ه ــاه ه  م

)84127 84255(چون  . مي كنيم  را لانه فرض  ) ×=  ـ   ) < ه پس طبق اصل لان

 . ماه تولد آنها يكسان است– نفر هفته 4حداقل كبوتري و با توجه به تقسيم زير، 

  :تذكر

nm تعداد لانه ها و    n تعداد كبوتر ها و    m اگر  :1 تري مـي تـوان گفـت كـه          با توجه به اصل لانه كبو      <

+1دست كم يك لانه وجود دارد كه در آن حداقل 






n

m
 .2 كبوتر قرار مي گيرد

nm تعداد لانه ها وn تعداد كبوتر ها و m اگر  :2  آنگاه حداقل در يك لانه بيش از <




 −
n

m 1
 كبـوتر  

 .قرار مي گيرد

*** 

  :تمرين براي حل 

ثابت كنيد دست كم دو نقطـه وجـود دارد   . قرار دارند2 پنج نقطه داخل مثلثي متساوي الاضلاع به ضلع        :17

  .كه فاصله ي آنها كمتر از يك است

. استx همان جزء صحيح x][  نماد-   3
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ي ود دارد كه فاصله    قرار دارند، ثابت كنيد كه دست كم دو نقطه وج          3ده نقطه داخل يك مربع به ضلع          :18

  .  است2آنها كمتر از

 نقطـه از آنهـا      2ثابت كنيد كه حداقل     .   متر انتخاب مي كنيم     6 و 4هفت نقطه درون مستطيلي به ابعاد         :19

  . متر را دارند22فاصله اي كمتر از 

  .ر هستند كه در يك روز متولد شده اند نفر حداقل دو نف368 ثابت كنيد كه در بين  :20

 4 را بر عدد     S عضوي از اعداد طبيعي باشد و اگر اعضاي          9ي   يك زير مجموعه   S ثابت كنيد كه اگر     :21

  .ي يكسان خواهند بودتقسيم كنيم،دست كم سه عضو از اين مجموعه داراي باقي مانده

آيا حداقل دو شركت كننده يافت مي شود كه حرف . نفر شركت كرده اند1025 يك آزمون رياضي در  : 22

اول نام خانوادگي آن ها به زبان فارسي يكسان باشد؟ چرا ؟ل نام و حرف او  

 نفر از آنهـا     7 دانش آموز مشغول به تحصيل باشند، لااقل         505 ثابت كنيد اگر در يك دبيرستان حداقل          :23

  .ته و ماه تولدشان يكسان است هفروزِ

شتي باشند تا مطمئن باشيم،  كُيهابقسحداقل چند نفر در يك سالن ورزشي تماشاي م حساب كنيد كه ،  :24

   نفر از آنها روز تولدشان يكسان است؟20لااقل 

86 نقطه درون يك مستطيل    13  :25  نقطـه وجـود     13از ايـن   نقطه   2نشان دهيد كه حداقل     .  قرار دارند  ×

 . باشد8ي آنها از هم، كمتر ازدارد كه فاصله
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